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SUR QUELQUES APPLICATIONS 
DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



La théorie analytique de la chaleur donne pour l'importante question 
de l'équilibre des températures d'un corps solide homogène, soumis à des 
sources calorifiques constantes, une équation aux différences partielles dont 
l'intégration, dans le cas de l'ellipsoïde, a été l'une des belles découvertes 
auxquelles est attaché le nom de Lamé. Les résultats obtenus par l'illustre 
géomètre découlent principalement de l'étude approfondie d'une équation 
différentielle linéaire du second ordre, que j'écrirai avec les notations de la 
théorie des fonctions elliptiques, sous la forme suivante : 

— -77 = \n(n + l)k sn x + h] y, 
dx z 

k étant le module, n un nombre entier et h une constante. Lamé a montré 
que, pour des valeurs convenables de cette constante, on y satisfait par des 
polynômes entiers ensni : 

y = sn n x + h\ sn n ~ 2 x + fo sn n ~ 4 x+ ... , 

dont les termes sont de même parité, puis encore par ces expressions : 

y = (sn n_1 x + h[ sn n ~ 3 x + h' 2 sn n ~ 5 x + . . .) en x, 
y = ( S n n_1 x + h" sn n " 3 x + h'2 sn n " 5 x + . . .) dn x, 
y = ( S n n_2 x + h!" sn n " 4 x + h 2 " sn n " 6 x + . . .) en x dn x. 

M. Liouville a ensuite introduit, dans la question physique, la considéra- 
tion de la seconde solution de l'équation différentielle, d'où il a tiré des 
théorèmes du plus grand intérêt ( 1 ). C'est également cette seconde solution, 
dont la nature et les propriétés ont été approfondies par M. Heine, qui a 
montré l'analogie de ces deux genres de fonctions de Lamé avec les fonc- 
tions sphériques, et leurs rapports avec la théorie des fractions continues 



Comptes rendus, 1845, 1 er semestre, p. 1386 et 1609 ; Journal de Mathématiques, t. XI, 
p. 217 et 261. 



algébriques. On doit de plus à l'émment géomètre une extension de ses pro- 
fondes recherches à des équations différentielles linéaires du second ordre 
beaucoup plus générales, qui se rattachent aux intégrales abéliennes, comme 
celle de Lamé aux fonctions elliptiques ( 2 ). 

Je me suis placé à un autre point de vue en me proposant d'obtenir, quel 
que soit h, l'intégrale générale de cette équation, et c'est l'objet principal 
des recherches qu'on va lire. On verra que la solution est toujours, comme 
dans les cas particuliers considérés par Lamé, une fonction uniforme de la 
variable, mais qui n'est plus doublement périodique. Elle est, en effet, donnée 
par la formule 

y = CF(x) + C'F(-x), 

où la fonction F(x), qui satisfait à ces deux conditions 

F{x + 2K) =fiF(x), 
F(x + 2iK') =n'F(x), 

dans lesquelles les facteurs /x et // sont des constantes, s'exprime comme il 
suit. Soit, pour un moment, 

nous aurons 

F(x) = D™- l ${x) - AiDj- 3 *(x) + A 2 D%- 5 $(x) - ... ; 

les quantités sn 2 u> et A 2 sont des fonctions rationnelles du module et de h, 
et les coefficients A±, A 2 , ■ ■ ■ , des fonctions entières. On a, par exemple, 



_ (n-l)(n-2) 
J±1 — 2(2n-l) 



h+ n(n+l)(l+fc 2 ) 



_ ( w -l)(n-2)(n-3)(n-4) 
^ 2 8(2n-l)(2n-3) 



X 



h2 + 2n(n + l)(l + k*) h + n»(n+l)» (1 + fc2) 2 _ 2n(n+l)(2n-l) (1 _ fc2 + ^ 



2 Journal de Crelle (Beitrag zur Théorie der Anziehung und der Wdrme, t. 29) ; Journal 
de M. Borchardt (Ueber die Laméschen Functionen ; Einige Eigenschaften der Laméschen 
Functionen, dans le t. 56, et Die Laméschen Functionen verschiedener Ordnungen, t. 57). 
Le premier de ces Mémoires, paru en 1845, mais daté du 19 avril 1844, contient une appli- 
cation de la seconde solution de l'équation de Lamé, qui a été par conséquent découverte 
par M. Heine, indépendamment des travaux de M. Liouville, et à la même époque. 



Je m'occuperai, avant de traiter le cas général où le nombre n est quel- 
conque, des cas particuliers de n = 1 et n = 2. Le premier s'applique à 
la rotation d'un corps solide autour d'un point fixe, lorsqu'il n'y a point de 
forces accélératrices, et nous conduira aux formules données par Jacobi dans 
son admirable Mémoire sur cette question (Œuvres complètes, t. II, p. 139, 
et Comptes rendus, 30 juillet 1849). J'y rattacherai encore la détermination 
de la figure d'équilibre d'un ressort, qui a été le sujet de travaux de Binet 
et de Wantzel (Comptes rendus, 1844, 1 er semestre, p. 1115 et 1197). Le se- 
cond se rapportant au pendule sphérique, j'aurai ainsi réuni quelques-unes 
des plus importantes applications qui aient été faites jusqu'ici de la théorie 
des fonctions elliptiques. 



La méthode que je vais exposer, pour intégrer l'équation de Lamé, repose 
principalement sur des expressions, par les quantités Q(x), H(x), ..., des 
fonctions F(x) satisfaisant aux conditions énoncées tout à l'heure 

F(x + 2K) =fiF(x), 
F(x + 2iK') = fi'F(x), 

qui s'obtiennent ainsi : 

Soit, en désignant par A un facteur constant, 

f(x) = A H{x + Uj)eXX - 



H(x) 



les relations fondamentales 



donneront celles-ci 



H(x + 2K) =-H(x), 

H(x + 2iK') = -H(x)e-« {x+lK "> 

f(x + 2K) =f( x )e 2XK , 

f(x + 2iK') = f(x)e-^ +2iXK ' . 



Disposant donc de u et A de manière à avoir 

M = e 2A * 

on voit que le quotient -jj^l est ramené aux fonctions doublement périodi- 
ques, d'où cette première forme générale et dont il sera souvent fait usage : 

F(x) = /(s)S(s), 

la fonction <£>(x) n'étant assujettie qu'aux conditions 

$(x + 2K) = $(x), ${x + 2iK') = ®(x). 

En voici une seconde, qui est fondamentale pour notre objet. Je remarque 
que les relations 







/(* + 


2K) = 


: M f{x) 






f(x + 2iK') = 


m'/(x) 


ont pour conséquence celles-ci : 










f(x- 


2K) = 


*/(*) 






f(x- 


2iK') = 


Wf(x) 


de sorte 


que le produit 












<&(z) 


= F(z)f(x-z) 



sera, quel que soit x, une fonction doublement périodique de z. Cela étant, 
nous allons calculer les résidus de $(-z), pour les diverses valeurs de l'argu- 
ment qui la rendent infinie, dans l'intérieur du rectangle des périodes ; et, 
en égalant leur somme à zéro, nous obtiendrons immédiatement l'expression 
cherchée. Remarquons à cet effet que f(x) ne devient infinie qu'une fois pour 
x = 0, et que, son résidu ayant pour valeur 

Aff(w) 



H'(0) ' 

on peut disposer de A, de manière à le faire égal à l'unité. Posant donc, en 
adoptant cette détermination, 

H'(0)H(x + Lj)e Xx 
J{X) ~ H{uo)H{x) ' 



on voit que le résidu correspondant à la valeur z = x de $(z) sera —F{x). 
Ceux qui proviennent des pôles de F{z) s'obtiennent ensuite sous la forme 
suivante. Soit z = a l'un d'eux, et posons en conséquence, pour e infiniment 
petit, 



F(a + e) = As' 1 + A 1 D £ e~ 1 + A 2 D 2 e~ 1 + ... + A a D*e~ l 
+ a + aie + a 2 e 2 + . . . , 
f(x - a - e) = f(x - a) - -D x f(x - a) 

+ ^-Dlf{x-a)-... + ^p^D a J{x-a) + ... 1 
1.2 1 . 2 . . . a 

le coefficient du terme en - dans le produit des seconds membres, qui est la 
quantité cherchée, se trouve immédiatement, en remarquant que 

D n -1 = u^fl 1 - 2 -" 

et a pour expression 

Af(x - a) + A x D x f(x - a) + A 2 D 2 J(x - a) + . . . + A a D«f(x - a). 

La somme des résidus de la fonction &(z), égalée à zéro, nous conduit ainsi 
à la relation 

F(x) = J2 i A f( x " «) + MD x f{x - a ) + ... + A a D a J{x - a)) , 

où le signe ^~2 se rapporte, comme il a été dit, à tous les pôles de F{z) qui 
sont à l'intérieur du rectangle des périodes. 



II. 



La fonction F{x) comprend les fonctions doublement périodiques ; en 
supposant égaux à l'unité les multiplicateurs /x et jj! ', je vais immédiatement 
rechercher ce que l'on tire, dans cette hypothèse, du résultat auquel nous 
venons de parvenir. Tout d'abord les relations 

V = e 2XK , v> = e-^ +2 ' lXK 



donnant nécessairement A = et w = 2mK, ou, ce qui revient au même, 
uj = 0, le nombre m étant entier, la quantité f{x) = h(L)H(x) e ^ X devient 
infinie et la formule semble inapplicable. Mais il arrive seulement qu'elle 
subit un changement de forme analytique, qui s'obtient de la manière la 
plus facile, comme on va voir. Supposons, en effet, A = et uj infiniment 
petit, on aura, en développant suivant les puissances croissantes de uj, 



d'où 



H(uj) uj \ 6 1K 

H(x + uj) H'jx) 

H(x) ^ H{x) ^'-■ 1 

.. , 1 H'(x) fl + k 2 J \ 

D'autre part, observons que les coefficients A, A±, . . . doivent être con- 
sidérés comme dépendants de uj, et qu'on aura en particulier 

A = a + &uj + . . . , 

a, a', ... désignant les valeurs de A et de ses dérivées par rapport à uj pour 
uj = 0. Nous obtenons donc, en n'écrivant point les termes qui contiennent 
uj en facteur, 

. ,. . a , H'(x - a) 

Af(x - a ) = - + & + a— r) f + . . . 

uj H(x — a) 

et, par conséquent, 

V Af(x -a) = -Va + Va' + Va — j^ — % + .... 
^-^ uj ^ ^ ^ H(x - a) 

Or on voit que le coefficient de — disparaît, les quantités a ayant une 
somme nulle comme résidus d'une fonction doublement périodique, et la 
différentiation donnant immédiatement, pour uj = 0, 

D x f(x) = D x ^l, Dlf{x) = Dl H ' {x) 



H(x)' XJKJ x H{x)' 

nous parvenons à l'expression suivante, où a, ai, . . . , a Q sont les valeurs de 
A, Ai, . . . , A a pour uj = : 

* V X > ~ Z^ a + Z_^ [ a H(x-a) + a l^ H(x-a) +■■■ + a a^r H(x-a) _ ' 

C'est la formule que j'ai établie directement, pour les fonctions double- 
ment périodiques, dans une Note sur la théorie des fonctions elliptiques, 
ajoutée à la sixième édition du Traité de Calcul différentiel et de Calcul 
intégral de Lacroix. 



III. 



Revenant au cas général pour donner des exemples de la détermination de 
la fonction f(x), qui joue le rôle d'élément simple, et du calcul des coefficients 
A, Ai, A2, • • • , je considérerai ces deux expressions : 

„, . Q(x + a)Q(x + b)...Q(x + l)e Xx 
F(x) = 



Fi(x) 



@ n (x) 

H(x + a)H(x + b) . . . H(x + l)e Xx 
@ n (x) : 



où a, b, . . . , l sont des constantes au nombre de n. On trouve d'abord 
aisément leurs multiplicateurs, au moyen des relations 

G(x + 2K) =+0(x), 
H(x + 2K) =-H(x), 

Q(x + 2iK') = -G(x)e-^ ix+iK,) , 

H(x + 2iK') = -H(x)e-K ( - x+iK '\ 

Elles montrent qu'en posant 

oj = a + b+... + l, 
puis, comme précédemment, 

M = e 2XK , 
^' = e - i W +2aK ' , 

on aura 

F{x + 2K) =fiF(x), F l {x + 2K) = (-l)>Fi(a;), 
F(x + 2iK') = n'F(x), Fi(x + 2iK') = n' Fi(x). 

Il en résulte que, quand n est pair, la fonction 

H'(0)H(x + cj)e Xx 
}{X) H(uj)H{x) 



ayant ces quantités /x et /i' pour multiplicateurs, peut servir d'élément simple 
pour nos deux expressions ; mais il n'en est plus de même relativement à la 
seconde F\(x), dans le cas où n est impair : on voit aisément qu'il faut 
prendre alors pour élément simple la fonction 

H'(0)G(x + uj)e Xx 
Î1{X) ~ Q(co)H(x) ' 

afin de changer le signe du premier multiplicateur, le résidu correspondant 
à x = étant d'ailleurs égal à l'unité. Cela posé, comme F{x) et F\(x) ne 
deviennent infinies que pour x = iK' , ce sont les quantités f{x — iK') et 
/i(x — iK') qui figureront dans notre formule. Il convient de leur attribuer 
une désignation particulière, et nous représenterons dorénavant la première 
par ip(x) et la seconde par x( x )j en observant que les relations 

@(x + iK') = Œ{x)e-^ {2x+iK '\ 
H(x + iK') = iQ{x)e-fk ( ~ 2x + iK ') 

donnent facilement, après y avoir changé x en — x, ces valeurs : 

, . H'(0)G(x + uj)e Xx 
<p(x) - 

X(x) 



VJ7H(uj)G(x) ' 
H'(0)H(x + uj)e Xx 
x /a7G(cu)6(x) 



Nous avons maintenant à calculer dans les développements de F{iK' +e) 
et F\{iK' + e), suivant les puissances croissantes de e, la partie qui renferme 
les puissances négatives de cette quantité, et qu'on pourrait, pour abréger, 
nommer la partie principale. A cet effet, je remarque qu'en faisant, pour un 
moment, 



on aura 



Q n (x) y ' e n (x) 



F(iK> + e)= ^[ £ \ Fl (iK' + e) - ^^ 



H n (e) ' v ' H n {e) 

Nous développerons donc n(e) et Ili(e), par la formule de Maclaurin, 

jusqu'aux termes en e n_1 , et nous multiplierons par la partie principale de 

„ n , v , qui s'obtient, comme on va voir, au moyen de la fonction de M. Weier- 

strass : 

.., , l + k 2 3 l + 4k 2 + k 4 5 

Al(x)i = x x à H x° - 

v ' 6 120 



On a en effet, d'après la définition même de l'illustre analyste 

H(x) = H'(0)e& Al(x)i, 
et l'on en déduit 



H(e) 



e 2K 



_nJe± 
e 2K 



1 + k 2 3 l + 4fc 2 + & 4 5 



6 



-e 3 + 



120 



1 n(l + k 2 ) 1 



£'■ 



(» 



r n-2 



1 fl + k 2 J \ 1 



IV. 



Je vais appliquer ce qui précède au cas le plus simple, en supposant n = 2 
et A = 0, ce qui donnera 



F(x) 
F 1 (x) 



e(x + a)G(x + b) 
Wix) ' 

H(x + a)H(x + b) 



et, par conséquent 
1 



1 



=n(e) = H{a)H{b) + [H(a)H'(b) + H(b)H'(a)] £ + ..., 



=ni(e) = 0(a)0(6) + [e(a)0'(6) + @(b)@'(a)] e +.... 



Maintenant la partie principale de „ 2 , > ne contenant que le seul terme 

-*- /~*ti *~~\ 1 t^v* t^v* /~\ s~A in4- nvn nnr 

'(0)i 



#'2/01 ~' on a immédiatement 



# /2 (0) F( . /r , g) = g(g)ff(b) | ff (a)fT(6) + ff (6)fT(a) | _ 
y^t 7 e 2 e 



# ,2 (0) 



/FtfK' + e) 



e(o)e(6) e(o)e'(6) + e(&)e'(o) 



+ 



+ ... 



10 



et, par conséquent, ces deux relations 
H' 2 (0)G(x + a)Q(x + b) 



//6 2 (:c) 



-H(a)H(b)(f/(x) + [H(a)H'(b) + H(b)H\a)] ip(x), 



H' 2 (0)H(x + a)H(x + b) 
^/WQ 2 (x) 

= -@(a)@(b)(p'(x) + [e(o)0'(6) + 8(6)e'(o)] (f(x). 

En y remplaçant <p(x) par sa valeur 

H'(0)G(x + a + b) 



je les écrirai sous la forme suivante, qui est plus simple 
H'(0)H(a + b)@(x + o)0(x + b) 



H(a)H(b)Q 2 (x) 

__ 0(x + a + b) 
~ x Q(x) + 
H'(0)H(a + b)H(x + a)H(x + b) 



e(a)9(fe)e 2 (x) 



x @(x) + 



H'(a) H\b) 
H(a) H(b) 



©'(a) @'(b) 

Q(a) 9(6) 



Q(x + a + b) 
ë(x) 

G(x + a + b) 
ë(x) 



On en tire d'abord, à l'égard des fonctions 9, cette remarque que, sous la 
condition 

a + b+c + d = 0, 

on a l'égalité ( 1 ) 

H'(0)H(a + 6)iî(a + c)H(b + c) = 9'(a)9(6)9(c)9(d) 

+ @'(b)@(c)@(d)@(a) 
+ 0'(c)G(d)0{a)G{b) 
+ 9'(d)9(a)9(6)9(c). 

Mais c'est une autre conséquence que j'ai en vue, et qu'on obtient en 
mettant la première, par exemple, sous la forme 

$(x) =py - y', 



Elle a été donnée par Jacobi, Journal de Crelle (Formulœ novce in theoria transcen- 
dentium ellipticarum fundamentales, t. 15, p. 199). 
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où &(x) désigne le premier membre, y la fonction a A — - et p la constante 



H'(a) ■ H'(b) 
H (a) ~ r H(b) ■ 

Si nous multiplions par e~ px , elle devient, en effet, 
Hx)e~P x = -D x (ye-P x ), 
d'où 



e(x) 



!•<.*•»-*•<*=-**•■ 



Ce résultat appelle l'attention sur un cas particulier des fonctions <p(x), 
où, par suite d'une certaine détermination de A, elles ne renferment plus 
qu'un paramètre. On voit qu'en posant 

, . H'(0)G(x + a) _^M X 
<p(x,a) = A —, \ , e "M x , 

ce qui entraîne, pour le multiplicateur fj,', la valeur 

\i = e K Hl - a > , 

l'intégrale J (p(x, a)ip(x, b) dx s'obtient sous forme finie explicite. Un calcul 
facile conduit en effet à la relation 

\ H'(a + b) H' (a) W (b)] ( ■„» 

<p(x,a)(p(x,b)dx= -(p(x,a + b)et H < a + b î H ^ D ( J )J l '. 
Faisons, en second lieu, 



X 



^ fl ' = TwWr e e(a) ■ 



en désignant alors par // la quantité 



_iira_ 2iK l&^al 



fj,' = e K e w , 

et nous aurons semblablement 

\ H'(a + b) e'(a) e'(i>)], ,„,■, 

X(x,a)x(x,6)dx = -(^(a;,a + 6)e^(«+ i ') e<») wJ l '. 



On en déduit aisément qu'en désignant par a et b deux racines, d'abord de 
l'équation H'(x) = 0, puis de l'équation ®'(x) = 0, on aura, dans le premier 
cas, 

<p(x, a)<p(x, b) dx = 0; 

o 
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et dans le second, 

\ X(x,a)x(x,b)dx = 0, 
Jo 

sous la condition que les deux racines ne soient point égales et de signes 

contraires. Si l'on suppose b = —a, nous obtiendrons 

,2K / R 

<p(x, a)ip(x, —a) dx = 2 J =- 

2K 

x(x, a)x(x, —a) dx = 2 ( J — k K sn a) . 
o 

On voit les recherches auxquelles ces théorèmes ouvrent la voie et que je me 
réserve de poursuivre plus tard ; je me borne à les indiquer succinctement, 
afin de montrer l'importance des fonctions (f(x) et x( x )- Voici maintenant 
comment on parvient à les définir par des équations différentielles. 



V. 



Nous remarquerons, en premier lieu, que les fonctions (f(x) et x{ x ) 
peuvent être réduites l'une à l'autre ; leurs expressions, si l'on y remplace le 
multiplicateur // par sa valeur, étant, en effet, 

#'(0)6(3; + a;) -%^ {x - iK ')+^ 
H(u)) B(a;) 



7TOJ 

2 A' 



X{x,uj) = — — — e e(-) v 

B(w) B{x) 

on en déduit facilement les relations suivantes : 

ip(x,u> + iK') = x(x,uj), 
x(x,uj + iK') = <p(x,u), 

dont nous ferons souvent usage. Cette propriété établie, nous rechercherons 
le développement, suivant les puissances croissantes de e, de xi}^' + £ )> 
qui jouera plus tard un rôle important, et dont nous allons, comme on va 
voir, tirer l'équation différentielle que nous avons en vue. Pour le former, je 
partirai de l'égalité 

H'(x + w) @'(x) e'(w) 



D x logx(x) 



H(x + lj) Q(x) e(w)' 
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d'où l'on déduit 

e'(w + e) H'(e) 9'(w) 



£> e logx(*^' + Ê) 



9(^ + £) iî(e) e(w) 

Cela posé, nous aurons d'abord 

ey + e) e'H_ e^p £ 2 2 ey) 
e(cu + e ) e(w) w e(w) 1.2 w e( w ) ' 

mais, l'équation de Jacobi 

„ &(x) J l22 

D *cH = K ~ k SI1 X 

donnant en général 

i~> ~ „ . r~ == LJ,,.K Sn X, 

0(x) 

ce développement prend cette nouvelle forme 

e'(u + g) e'H 
e(w + e) ~ e(w) 

I ^ ? 2 2 \ e n; 2 2 £ n 2;2 2 

= £ k sn lu ) JJ^k sn tu JJ, ,k sn lu 

\K ) 1.2 1.2.3 w 

Joignons-y le résultat qu'on tire de l'équation de M. Weierstrass : 

ff(e) =ff'(0)e^Al(e)i, 

en prenant la dérivée logarithmique des deux membres : 

H'(e) J_ Al'(e)i 

~Hië)~ £ K + 7Âïë)^' 

et nous aurons 



2 



D e logx(î^ + e) = — efc sn w D^k sn a; 



Al» 



1.2 w Al(e)i' 

d'où, par conséquent, 



X (iA" + e) 



- %- fc 2 sn 2 w- f-g 0„ fc 2 sn 2 i 



Al(e) 



-£-# Ba *u-&D u em*»-...(l l + k \ 7 + 8fc 2 + 7fc 4 3 
( " U 6 360 
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sans qu'il soit besoin d'introduire un lacteur constant dans le second membre, 
puisque le premier terme de son développement est -, comme il le faut 
d'après la nature de la fonction x( x )- Cette formule donne le résultat cherché 
par un calcul facile ; elle montre qu'en posant 



X (iK' + e) 



1 1 



1 



1 



ne- -n^ - -n 2 e d + 



on aura 



Q = k sn u 



1 + k 2 



Qi = k snwcnwdnw, 



Oo 



; 4 4 

/e sn a; 



2{k 2 + k 4 



■ sn uj 



7 - 22k 2 + 7k 4 
45 ' 



En voici une première application. 



VI. 



Considérons, pour la décomposer en éléments simples, la fonction 

k 2 sn 2 xx(x), 

qui a les multiplicateurs de x{ x ) e t ne devient infinie que pour x = iK'. On 
devra, à cet effet, en posant x = iK' + e, former la partie principale de son 
développement suivant les puissances croissantes de e, que nous obtenons 
immédiatement en multipliant membre à membre les deux égalités 



X (iK' + e) 



1 1 



tte + 



sn 2 e 



? + ï' 1 + ' ;2 > + 



Il vient ainsi 

k 2 sn 2 (iK' + e) X (iK' + e) 



+ 



e 



1 + k A 



n 



+ ... 



i + k 2 



î 



; 2 2 

k sn u 



+ .. 
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et l'on en conclut la formule suivante : 



k sn (x)x(x) 



-D 2 x x(x) + 



1 + k 2 



1 



; 2 2 

-k sn uj 



X(x). 



Elle montre que, en posant y = x( x )> nous obtenons une solution de l'équa- 
tion linéaire du second ordre 



fy 

dx 2 



(2k 2 sn 2 x - 1 - k 2 + k 2 sn 2 uj) y, 



qui est celle de Lamé dans le cas le plus simple où l'on suppose n = 1, la 
constante h = — 1 — k 2 + k 2 sn 2 uj étant quelconque, puisque uj est arbitraire ; 
et, comme cette équation ne change pas lorsqu'on change x en — x, la solu- 
tion obtenue en donne une seconde, y = x(~ x )-, d'où, par suite, l'intégrale 
complète sous la forme 

y = Cx{x) + C'x(-x). 

A ce résultat il est nécessaire de joindre ceux qu'on obtient quand on rem- 
place successivement uj par oj + iK' , oj + K, uj + K + iK', ce qui conduit aux 
équations 



dx 2 

A 

dx 2 
dx 2 



2k 2 sn 2 x - 1 - k 2 + 



2k 2 sn 2 x - 1 - k 2 + 



2k 2 sn 2 x- 1 - k 2 + 



sn 2 o; 
k 2 en 2 1 



dn ui 

dn uj 
cn 2 u 



y, 



La première, d'après l'égalité x(x,a; + i-ff') = <£>(£, w), a pour intégrale 

3/ = CV(x) + CV(-a:); 

et, en introduisant ces nouvelles fonctions, à savoir : 

iXi{x,uj) = x(x,uj + K), 
iipi(x,uj) = (p(x,uj + K), 

nous aurons, sous une forme semblable, pour la seconde et la troisième : 

V = Cxi{x) + C'xi(-x), 
y = Cuoi(x) + C'lpi(-x). 
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Les expressions de ip\ (x) et Xi( x ) s'obtiennent aisément à l'aide des fonctions 
®i(x) = 6(x + K), H\(x) = H(x + K) ; on trouve ainsi 

#'(0)61(3; + a;) -^ {x -iK')+W 
iii(ti;)B(x) 

ff'(0)ff 1 Qr + ^) _|lM (x _ iK / )+ ^ 
Xi (a, a;) = ? , e e i(-> v 

Nous allons en voir un premier usage dans la recherche des solutions de 
l'équation de Lamé par des fonctions doublement périodiques. 



VII. 



Nous supposons à cet effet u = dans les équations précédentes, en 
exceptant toutefois celle où se trouve le terme — ;>— qui deviendrait infini. 
On obtient ainsi, pour la constante h, les déterminations suivantes : 

h = l-k 2 , h = -l, h = -k 2 . 

Ce sont précisément les quantités qu'on trouve en appliquant la méthode de 
Lamé; et en même temps nous tirons des valeurs des fonctions x( x )> Xi{ x )i 
ipi(x), pour lo = 0, les solutions auxquelles conduit son analyse : 

B(x) B(x) B(x) 

ou, plus simplement, puisqu'on peut les multiplier par des facteurs constants, 

y = snx, y = cnx, y = dnx. 

Mais une circonstance se présente maintenant, qui demande un examen at- 
tentif. On ne peut plus, en effet, déduire de ces expressions d'autres qui 
en soient distinctes par le changement de signe de la variable, et il faut, 
par suite, employer une nouvelle méthode pour obtenir l'intégrale complète. 
Représentons, dans ce but, la solution générale de l'une quelconque de nos 
trois équations, en laissant u indéterminé, par la formule 

y = CF(x,io) + C'F(-x,uj). 
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Je la mettrai d'abord sous cette forme équivalente 

y = CF(x,u) + C'F(x,-uj); 
puis, en développant suivant les puissances croissantes de u>, je ferai 

F(x,u) = F (x) + wFi(x) + lu 2 F 2 (x) + ..., 
ce qui permettra d'écrire 

y = (C + C')Fo(x) + w(C - C tf )ii , i(x) + uo 2 {C + C')*Mx) + • • • , 

ou encore 

y = C F (x) + dF^x) + cjC F 2 (x) + . . . , 

en posant, d'après la méthode de d'Alembert, 

C = C + C, C 1 = u(C-C). 
Si l'on suppose maintenant u = 0, on parvient à la formule 
y = C F Q (x) + C 1 F 1 (x), 
qu'il faudra appliquer en faisant successivement 

F(x,uj) = x(x), F(x,u) = Xi(x), F(x,u) = ipi(x); 
mais le calcul sera plus simple si l'on prend 

H(x + u) -^ 

1 ' j 0(x) 

ces quantités ne différant des précédentes que par des facteurs constants. 
Observant donc que, pour u = 0, on a 

eV) _j_ e^H _ J _ , 2 n ^M _ Z _ i 
w e( w ) " # ' w ei(w) " k K ' ^ " ^(w) " k- i; 
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nous obtenons immédiatement les valeurs que prennent leurs dérivées par 
rapport à lu, dans cette hypothèse de u> = 

H'(x) JH{x) 
1(X) " ~Q{xJ ~ ~KÔ(x) X ' 

F l{x) = I M- {J -^ )Hl{x) x , 



e(x) 



K@(x) 



Fl(x) _ 2£> _ ( J -f), e -w x . 



0(x) 



K9(ï) 



La solution générale de l'équation de Lamé, dans les cas particuliers 
que nous venons de considérer, peut donc se représenter par les formules 
suivantes : 



1° h = — 1 — k , y = C snx + C' snx 

2° h = — 1, y = Ccnx + C'cnx 

3° h = — k , y = C dnx + C' dnx 



H'(x) 



J 



H(x) K 
H[(x) J-k 2 K 



ffi(x) 
0i(x) 



A" 
J -K 



VIII. 



Un dernier point me reste à traiter avant d'aborder, au moyen des 
résultats qui viennent d'être obtenus, le problème de la rotation d'un corps 
autour d'un point fixe, dans le cas où il n'y a point de forces accélératrices. 
On a vu que les quantités (f(x), x( x )-, ^Pi(x), Xi( x ) son t les produits d'une 
exponentielle par les fonctions périodiques 

H'(0)G(x + tu) H'(0)H(x + u) H'(0)Gi(x + u) H'^H^x + u) 



H(u)@(x) 



e(w)e(x) 



H(u)@(x) 



@(u)@(x) 



développables par conséquent en séries simples de sinus et cosinus de mul- 
tiples entiers de ^. Ces séries ont été données pour la première fois par 
Jacobi, à l'occasion même de ses recherches sur la rotation ; et, comme l'ob- 
serve l'illustre auteur, elles sont d'une grande importance dans la théorie des 
fonctions elliptiques. Je vais montrer comment on peut y parvenir au moyen 
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de l'équation suivante : 

r2K ç2iK' 

\ F(x + x)dx+ \ F(x + 2K + x) dx 
Jo Jo 

- \ F(x + 2iK' + x)dx- \ F(x + x) dx = 2mS, 
Jo Jo 

ou, les quatre intégrales étant rectilignes, S représente la somme des résidus 
de la fonction F{x) qui correspondent aux pôles situés à l'intérieur du 
rectangle dont les sommets ont pour affixes les quantités xq, xq + 2K, 
xq + 2K + 2iK' , xo + 2iK' . Supposons à cet effet qu'on ait : 

F{x + 2K) =fiF(x), 
F{x + 2iK') =n'F(x), 

on obtiendra la relation 

r2K ç2iK' 

(1 — fj!) ! F(xq + x) dx — (1 — /x) / F(xq + x) dx = 2iirS, 

Jo Jo 

et si l'on admet en outre que le multiplicateur \i soit égal à l'unité, on en 
conclura le résultat suivant : 

2K w ^ , 2wrS 
F(x + x) dx = t. 

i - y- 

Cela posé, soit, en désignant par n un nombre entier quelconque, 

„, x H'(0)Q(X + U) i«nx 

F x) = — — — - — — - e~^<~ 

1 ' H(u)Q(x) 



on aura 



M =l, S = e-& u+2niK '\ 



et, en limitant la constante xo de telle sorte que le pôle unique de F{x) qui 
est à l'intérieur du rectangle soit x = iK', nous obtiendrons pour le résidu 
correspondant, et par conséquent pour 5, la valeur 

S = e -fk^+ 2niK ') . 
De là résulte, pour l'intégrale définie, l'expression suivante : 

F(xq + x)dx 



o i _ g-S^t^A-j sm 277; 



(w+2niK>) gin k^ (u + 2niK') ' 



20 
et l'on voit qu'en posant l'équation 

H'(0)Q(x + X + LU) _ y^ innjxp + x) 

H'(co)e(x + x) ~l^ Ane K ' 

on en déduit immédiatement la détermination de A n . Nous avons, en effet, 

<-2K 



2KA n = / F(x + x) dx, 
Jo 



et, par conséquent, 



2K 



'■"■n 



-k sin 2^= (u> + 2niK' ) 



La constante xq que j'ai introduite pour plus de généralité, et aussi pour 
éviter qu'un pôle de F(x) se trouve sur le contour d'intégration, peut mainte- 
nant sans difficulté être supposée nulle. Nous parvenons ainsi à une première 
formule de développement : 



I 77 II ■!:■ 



2K H' (0)Q(x + lu) _ y, e^ 

Z-^l cir, JL 



77 H(lo)Q(x) ^ sin ^ (lu + 2niK') 

dont les trois autres résultent, comme on va le voir. Qu'on change, en effet, 
lu en lu + iK' , on en conclura d'abord 



l. 77 n ■!:■ 



2K H'(0)H(x + w) _^_^ eT? 

~77 6(w)0(x) 6 lh ~ ^ sin 2^ jw + (2n + l)iK'\ ' 

puis, en multipliant les deux membres par l'exponentielle, et posant m 

2n + 1, 



i 77)1) ;r 



2K H'(0)H(x + lu) _ y^ e^ 

Z-^ oin JL 



77 @(u)@(x) ^ sin ^{u + miK') 

Mettons enfin, dans les deux formules que nous venons d'établir, lu + K 
à la place de K, et l'on obtiendra les suivantes, qui nous restaient à trouver : 



I 77 n :l: 



2K ff'(O)0i(x + lu) _ y^ e^ 



7T Hi(lu)Q(x) ^ cos^(lu + 2niK' 

2K H'^H^x + lu) _y, e^r 



7T ©i(o;)©(x) ^— ' cos 2^(w + miK') 

Voici à leur sujet quelques remarques. 
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IX. 



Elles sont d'une forme différente de celles de Jacobi et l'on peut s'en 
servir utilement dans beaucoup de questions que je ne puis aborder en ce 
moment. Je me contenterai, sans en faire l'étude, d'indiquer succinctement 
comment on en tire les sommes des séries suivantes : 



X — "\ , i iirrix 

Yj(2niK')e-Tr 









. JTvmx 

fimiK je 2k ; 



où f{z) est une fonction rationnelle de sin |j| et cos ^|, sans partie entière et 
assujettie à la condition f{z + 2K ) = —f{z). Il suffit, en effet, d'employer la 
décomposition de cette fonction en éléments simples, c'est-à-dire en termes 

tels que D" — -, pour obtenir immédiatement la valeur des séries 

sm. ^(z + u) 

proposées, au moyen de ces deux expressions : 



E 
E 



D c 



D': 



1 



sin ^(w + 2niK') 
1 



sin 



2A 



(uj + miK') 



e k 



e 2K 



d: 



d: 



t 2KH'(0)e(x + u) 
'~ir H(u)G(x) 
2K H'(0)H(x + u) 

,_ 7r e(u)e(x) 



J'ajouterai encore qu'on retrouve les résultats de Jacobi, si l'on réunit 
les termes qui correspondent à des valeurs de l'indice égales et de signes 
contraires. Il vient ainsi, en effet, en désignant par m un nombre qu'on fera 
successivement pair et impair, 



iirmx JTvmx 

e 2K e 2K 

sin ^ (a; + miK') sin ^ (u — miK' 



9 mB m7TX rns miriK' • tuu_ 

z los 2K los 2K sm 2K 

sin 2y (cj + miK') sin ^(u> — miK') 

9 cin m7rx oin rniriK' 
-^sm 2K sm 2K 

sm ÏW 



2sin^sin^f|^cosf| 
sin ^(w + miK') sin ^ (w — miK') ' 

employons ensuite les équations de la page 85 des Fundamenta, qui donnent 

mTriii" 1 + <? m 
cos = ==■ , 



cos 

. mniK' 
sm — — 



2K *~ 
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sm 



7T , , % . 7T , , % 1 — ZÇ COS -jç- -\- q 



:(u> + miK ) sin — ^(w — miK ) 



2A" V 2i^ v ' 4<j m 

et nous parviendrons à cette nouvelle forme : 



e 2K 

+ 



sin ^(w + miK') sin ^(w — miK 1 ) 

4y^(l + ç m ) sin ££ mTTx 4^/^(1 - g m ) cos ££ . mTrx 

— cos H - sin 

1 - 2g m cos ^ + <? 2m 2K 1 - 2g m cos ^ + g 2m 2K ' 

C'est celle qu'on voit dans la lettre adressée à l'Académie des Sciences et 
publiée dans les Comptes rendus du 30 juillet 1849 ; car, en introduisant la 
constante b = ffi, on peut écrire 

H -H 

-kuj q 2 — q 2 

sin = , 

2K 2z 

ih -ift 

7rtJ q? + q 2 
COS 2T = 2 



et 



1 - 2g m cos ^ + g 2m = (1 - ç m+6 )(l - g m " fe ) 
K 



Mais une faute d'impression, reproduite dans les Œuvres complètes, t. II, 
p. 143, et dans le Journal de Crelle, t. XXXIX, p. 297, s'est glissée dans 
ces formules. Les équations (3), (4), (5), (6) renferment en effet les quantités 
y/qjî + q), a/<? 3 (1 + q 3 ), ... et y/q(l — q), \/q 3 (l - q 3 ), ■ ■ ■ , qui doivent être 
remplacées par y/q(l + q), \/q 3 (l + q 3 ), ... et y/q(l — q), \/q 3 (l — q 3 ), • • • • On 
peut d'ailleurs parvenir par d'autres méthodes à ces résultats importants. 
M. Somoff les obtient en décomposant la quantité 

(l-qvz)(l-q 3 vz)(l-q 5 vz)...(l-qv- 1 z- 1 )(l-q 3 y- 1 z- 1 )(l-q 5 v- 1 z- 1 ). 









(*-i)(i 


-q 2 z)(l- 


«**)...(1- 


■q 2 z- 1 )(l- 


V 2 -l)... 


Cil 


fractions 


simples : 
















A 

z- 1 


+ ^I 


- q 2m z 


+ U 


n2m ' 



Le P. Joubert m'a communiqué la remarque qu'on peut, en suivant la même 
marche, partir de ces expressions finies : 

z{z-q 1 - b )(z-q 3 - b )...(z-q 2n - 1 - b )(l-q 1 + b z){l-q 3 + b z)...(l-q 2n - 1 + b z) 
(z-q)(z-q 3 )...(z-q 2n + 1 )(l-qz)(l-q 3 z)...(l-q 2n + 1 z) ' 

z{z-q 2 - b )(z-q 4 - b )...(z-q 2n - b )(l-q 2 + b z){l-q 4 + b z)...(l-q 2n + b z) 
(z-q)(z-q 3 )...(z-q 2n + 1 )(l-qz)(l-q 3 z)...(l-q 2n + 1 z) ' 
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et faire ensuite grandir indéfiniment le nombre n. 

Enfin, et en dernier lieu, je remarque qu'au moyen de la formule 



f 2K w n , 2i7rS 
/ F(x + x)dx = -, 



qui a été le point de départ de mon procédé, nous pouvons très-simplement 
démontrer les relations établies au § IV, p. 11 : 

2K Q{x + a)Q{x + b) 

6 2 (x) " ' 

2K H(x + a)H(x + b) 

^27-, dx = 0, 



Q 2 (x) 



où a et b désignent, dans la première, deux racines de l'équation H'{x) — 0, 
et dans la seconde, deux racines de l'équation Q'(x) = 0. Si l'on prend, en 
effet, successivement 

, , _ e(x + a)6(x + 6) 



F(x) 



G 2 (x) 
H{x + a)H{x + b) 
Wix) ' 



on aura /j, = 1 et // différant de l'unité, sauf la supposition que nous excluons 
de b = —a. On obtient d'ailleurs, dans le premier cas, 

_ H(a)H'(b) + H(b)H'(a) r- 

tf/2( ) V/i ' 

et, dans le second, 

_ Q(a)Q'(b) + G(b)&(a) / - 
H' 2 (0) V/ "' 

de sorte que, sous les conditions admises, les deux valeurs de S s'évanouiss- 
ent. Cela étant, nous pouvons, dans la relation ainsi démontrée 

2K 

F(xo + x) dx = 0, 
o 

supposer xq = ; car l'intégrale est une fonction continue de xç>, non- 
seulement dans le voisinage de cette valeur particulière, mais dans l'inter- 
valle des deux parallèles à l'axe des abscisses, menées à la même distance 
K' au-dessus et au-dessous de cet axe. 
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X. 



Dans la théorie de la rotation d'un corps autour d'un point fixe O, le 
mouvement d'un point quelconque du solide se détermine en rapportant 
ce point aux axes principaux d'inertie Ox' , Oy' , Oz', immobiles dans le 
corps, mais entraînés par lui, et dont on donne la position à un instant 
quelconque par rapport à des axes fixes Ox, Oy, Oz, le plan des xy étant 
le plan invariable et l'axe Oz la perpendiculaire à ce plan. Soient donc x, y, 
z les coordonnées d'un point du corps par rapport aux axes fixes, et £, ï], ( 
les coordonnées par rapport aux axes mobiles ; ces quantités seront liées par 
les relations 

x = a£ +brj + cQ, 

y = d£+ b'r] + c'Ç, 

a t- i 1.11 i a /• 

z = at, + br] + cÇ, 

et la question consiste à obtenir en fonction du temps les neuf coefficients a, 
b, c, .... Jacobi le premier en a donné une solution complète et définitive, 
qui offre l'une des plus belles applications de calcul à la Mécanique et 
ouvre en même temps des voies nouvelles dans la théorie des fonctions ellip- 
tiques. C'est à l'étude des résultats si importants découverts par l'immortel 
géomètre que je dois les recherches exposées dans ce travail, et tout d'abord 
l'intégration de l'équation de Lamé, dans le cas dont je viens de m'occuper, 
où l'on suppose n = 1 ; on va voir en effet comment la théorie de la rota- 
tion, lorsqu'il n'y a point de forces accélératrices, se trouve étroitement liée 
à cette équation. 

Pour cela je partirai des relations suivantes, données dans le tome II du 
Traité de Mécanique de Poisson, p. 135 : 

da da' . . 

— = br- cq, — = br - c q, 
dt dt 

db db' 

— = cp — ar, —— = cp — ar, 
dt F dt F 

de de' , , 

— = aq - bp, — = aq-bp, 

dans lesquelles p, q, r sont les composantes rectangulaires de la vitesse de 
rotation, par rapport aux mobiles Ox', Oy', Oz'. Cela étant, des conditions 
connues 

Il oi.ii a 

p = aa , q = pb , r — 7c , 



da" 
~dt 


= b"r - 


n 
-c q, 


db" 
~dt 


11 
= c p - 


11 
- a r. 


de" 
~d~t 


n 
= a q - 


1,11 
- b p 
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où a, /3, 7 sont des constantes, on tire immédiatement les équations 

à a" db" de" 

l o\i.ii a l \ a a (a \ a '1.11 

— = (7-/3)6 c, — = (a- 7 )ca, — = ((3 - a) a b , 
dont une première intégrale algébrique est donnée par l'égalité 

"2 , t//2 i "2 1 

a +6 + c =1, 
et une seconde intégrale par celle-ci : 

"2 , oi."2 i 1/2 r 

cra + po + 7c = à, 

S étant une constante arbitraire. Ces quantités a, (3, 7, ô sont liées aux 
constantes A, B, C, h, l du Mémoire de Jacobi, par les relations 

l l l h 

a = I' /?= B' 7= C' ^T 5 

elles sont donc du signe de l qui peut être positif ou négatif, comme re- 
présentant le moment d'impulsion dans le plan invariable. Dans ces deux 
cas, (3 sera compris entre a et 7, puisqu'on suppose B compris entre A 
et C; mais j'admettrai, pour fixer les idées, que l soit positif. On voit de 
plus que, 5 étant une moyenne entre a, fi, 7, peut être plus grand ou plus 
petit que fî : la première hypothèse donne Bh > l 2 , et Jacobi suppose alors 
A > B > C ; dans la seconde, on a Bh < l 2 , avec A < B < C ; ces conditions 
prendront, avec nos constantes, la forme suivante : 

I. a < < ô < 7, 

IL a > (3 > ô > 7, 

et nous allons immédiatement en faire usage en recherchant les expressions 
des coefficients a", b" , c", par des fonctions elliptiques du temps. 



XI. 



J'observe, en premier lieu, qu'on obtient, si l'on exprime a" et c" au 
moyen de b" , les valeurs 

( 7 - a )a" 2 = 7 - ô - (7 - f3)b" 2 , (7 - a)c" 2 = ô - a - ((3 - a)b" 2 . 



26 



Posons maintenant 

a" 2 = ^V 2 , b" 2 = ^-U 2 , c" 2 = ^W 2 , 

7 — a 7 — p 7 — a 

puis 

2= (/3-a)( 7 -<5) 

(<J-a)( 7 -/3)' 

il viendra plus simplement 

V 2 = 1 - U 2 , W 2 = 1 - /c 2 £/ 2 . 
Introduisons, en outre, la quantité n 2 = (ô — a) (7 — p 1 ) ; l'équation 

db" 

— = (q-7)c a 

prend cette forme : 

^ T/W 

— — = ni/ vv, 

et l'on en conclut, en désignant par t® une constante arbitraire, 

U = sn[n(t-t ),k], V = en [n(t - t ), k] , VF = dn [n(t - t ), fc] • 

J'ajoute que les quantités ^-, ^-0, -5x> (^ ~~ a )(7 ~~ P) son t toutes 
positives et que /e 2 est positif et moindre que l'unité, sous les conditions I 
et IL A l'égard du module il suffit en effet de remarquer que l'identité 

(«j _ a )( 7 - /?) = (7 - a)(<J -/?) + (/?- a) (7 - S) 

donne 

(7-a)(J-^) 

(*-a)( 7 -/?)' 

de sorte que k 2 et k' 2 , étant évidemment positifs, sont par cela même tous 
deux inférieurs à l'unité. Ce point établi, désignons par e, e' , e" des facteurs 
égaux à ±1 ; en convenant de prendre dorénavant les racines carrées avec le 
signe +, nous pourrons écrire 



a = ed V, b =ed -U, c =£\ W, 

y 7- a y 7~ P V7-a 

et la substitution dans les équations 

dn" db" de" 

^ = ( 7 -p>"c", ^ = («-7)c"«", ^- = (p- a )a"b" 

dt dt dt 
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donnera les conclusions suivantes. Admettons d'abord les conditions I : les 
trois différences 7—/?, a— 7, 13— a seront négatives, et l'on trouvera s = —e'e", 
e' = —e"e, e" = —ce' ; mais sous les conditions II, ces mêmes quantités étant 
positives, nous aurons e = e'e" , e' = e"e, e" = ee' ; ainsi, en faisant, avec 
Jacobi, e = — 1, e' = +1, on voit qu'il faudra prendre e" = +1 dans le 
premier cas et la valeur contraire e" = — 1 dans le second. Cela posé, et en 
convenant toujours que les racines carrées soient positives, je dis qu'on peut 
déterminer un argument tu par les deux conditions 



J7 — a /7 — a 
-, an lu 



7 — <5 ' y 7 ~~ P' 



d'où nous tirons -^- = W^— 5 ; ces quantités satisfont en effet à la relation 



7-/3 

dn lu — k en u> = k' , 

comme on le vérifie aisément. Je remarque, en outre, que, eno; et dnco étant 
des fonctions paires, on peut encore à volonté disposer du signe de u. Or, 

2 c 

ayant sn 2 ul = ^5^, nous fixerons ce signe de manière que, suivant les condi- 
tions I ou II, f§^j, qui est une fonction impaire, soit égal à +\hE^ °u à 



— — . Nous éviterons, en définissant la constante u comme on vient de 
le faire, les doubles signes qui figurent dans les relations de Jacobi ; ainsi, à 
l'égard de a", b" , c", on aura, dans tous les cas, les formules suivantes, où je 
fais pour abréger u = n(t — to) : 



cnu 


b"~- 


dnwsnu 
cnu; 


u 
c = 


snwdntt 


cnw' 


ienu; 



Enfin il est facile de voir que u = iv, v étant réel ; de la formule cn(iv, k) 
cn (^ fc /) , on conclut, en effet, 



cn(f, k') 



lj-5 
7 — a 



valeur qui est dans les deux cas non-seulement réelle, mais moindre que 
l'unité. 
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XII. 

J'aborde maintenant la détermination des six coefficients a, b, c, a' , b', 
c' en introduisant les quantités 

A = a + ia', B = b + ib', C = c + ic', 

et partant des relations suivantes : 

Aa" + Bb" + Ce" = 0, 
%A - Bc" + Cb" = 0, 

qu'il est facile de démontrer. La première est une suite des égalités 

II i Ul.ll i II n I II i 1.1 1.11 l II n 

aa + bb + ce = 0, aa+bb+cc=i), 

et la seconde résulte de celles-ci : 

1.1 II ll.ll I I.H »u a U I 1.1 

a = b c — cb , a = b c — c b, a = bc — cb , .... 

Qu'on prenne, en effet, les valeurs de a et a', on en déduira 

a + id = (b' - ib)c" - b"{c' - ic), 

ce qui revient bien à la relation énoncée. Cela posé, je fais usage des équations 
de Poisson rappelées plus haut, et qui donnent 

D t A = Br- Cq, D t B = Cp - Ar, D t C = Aq - Bp, 

puis, en remplaçant p, q, r par aa" , (3b" , 7c", 

D t A = Bc"-f - Cb"(3, D t B = Cd'a - Ac"~/, D t C = Ab" (3 - Ba"a. 

Mettons maintenant dans la première les expressions de B et C en A, 
qu'on tire de nos deux relations, à savoir 

_ d'b" - id' A _ a"c" + ib" A 

a z — 1 a" z — 1 

on obtiendra aisément 

D t A _ (7 - f3)a"b"c" - i( lc " 2 + (3b" 2 ) 
~A~ ~ a" 2 - 1 ' 
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ou bien encore 

D t A _ a"D t a" + i{aa" 2 - 5) 

~A~ ~ a" 2 - 1 ' 

et, par un simple changement de lettres, on en conclut, sans nouveau calcul, 

DtB _ b"D t b" + i{f3b" 2 - 5) 
~ËT ~ b" 2 - 1 ' 

D t C = c"D t c" + i(jc" 2 - 5) 
C c" 2 - 1 

Ces formules seront plus simples si l'on fait 

A = ae iat , B = be m , C = ce* 7 *; 

car il vient ainsi 

D t & a"D t a" + i(a - S) 



a 
D t b 


a" 2 - 1 
b"D t b" + i(/3 - 


-s) 


b 
D t c 


b" 2 - 1 
c"D t c" + ï( 7 - 


-5) 


c 


c" 2 - 1 





Cela étant, j'envisage la première, et pour un instant je pose a" 2 — 1 = a 2 , 
ce qui donnera 

D t & aD t a + i(a — ô) D t a .a — ô 
a a z o a 2 

On en conclut ensuite, en différentiant, 

D 2 a (D t &\ 2 _D 2 a ( ' D t a\ 2 (a-ô)D t a 



a V a / a K a I a3 

puis encore, par l'élimination de —p, 

D 2 a _ D 2 a (a - ô) 2 _ 
a a o 4 

mais, comme conséquence de l'équation différentielle, 

(D t a") 2 = ( 7 - f3fb" 2 d' 2 = [ô - (3 - (a - P)a" 2 } [7 - ô - (7 - a)a" 2 ] 

on a la suivante : 

2 

-^(D t a) 2 = -(ô - a) 2 - (ô - a)(0 + 7 - 2a)a 2 - (/? - 7 )( 7 - a)a 4 
1 + a z 
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qui peut s'écrire 
/^ ,9 (S - a) 2 

= -(«S - a) 2 - (5 - a){(3 + 7 - 2a) (1 + a 2 ) - (/3 - 7 )( 7 - a)(a 2 + a 4 ). 

Or on en tire, en différentiant et divisant ensuite les deux membres par 
2aD t a, 

D 2 a (5 - a) 2 



a a* 

= -[(S - a)(/3 + 7 - 2a) + (/? - a)( 7 - a)] - 2(/3 - a)( 7 - a)a 2 . 

Nous avons donc, après avoir remplacé a 2 par a" 2 — 1, 



(/? - a)( 7 - 6) - (ô - a) (7 - a) - 2(/3 - a)( 7 - 0)0^; 
a 

c'est le résultat que j'avais en vue d'obtenir. 



XIII. 

Deux voies s'ouvrent maintenant pour parvenir aux expressions de A, B, 
C ; voici d'abord la plus élémentaire. Revenant aux formules 

_ a"b" - ic" A _ a"c" + ib" A 

a z — 1 a z — 1 

je remplace a", b" , c" par les valeurs obtenues au § XI, page 27 : 

,, en -m .. dnwsnu .. snwdna 

a = , b = , c = , 

en uj cnw i en uj 

et, au moyen des relations relatives à l'addition des arguments, j'obtiens ces 
résultats : 

a"b" — ic" snucnudnw + snucnwdnu cn(-u — uj) 

a" 2 — 1 sn 2 u — sn 2 uj sn(n — uj) ' 

a"c" + ib" snucnojdnuj + snujcnudnu 1 

a" 2 — 1 i(sn 2 u — sn 2 lu) isn(u — uJ) , 
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de sorte que nous pouvons écrire 



B= cn(u-u) c _ A 



sn(u — lu) i sn(u — ta) 

Cela posé, j'envisage l'expression 

Aa _ a"D t a" + i(a -5) (7 - (3)a"b"c" + i(a - 6) 
~a~~ ~ a" 2 - 1 ~ a" 2 - 1 

et je fais le même calcul, après avoir remplacé 7 — (3 et a — 5 par les valeurs 
suivantes : 

„ . cnw r . sn u> dn tu 

7 — p = m , a — = m , 

snwdnw cnw 

qu'on tire facilement des équations posées page 27 : 



H — a jj — a . ô — a 

cnw= W -, dnw = W -, snco = i* 



7 — 5' y 7-/3' y 7- ô 



et de n = y/(ô — a) (7 — (3). L'expression à laquelle nous parvenons ainsi, 

D t & snticnudnK + snwcnwdnw 
a sn z u — sn z w 

nous offre une fonction doublement périodique, dont les périodes sont 2K, 
2iK' , et qui a deux pôles, u = tu, u = iK' . Les résidus correspondant 
à ces pôles étant +1 et —1, la décomposition en éléments simples donne 
immédiatement 

snuciiMdnM + snwcnwdnw H'(u — uj) 0'(u) 
sn 2 n — sn 2 lu H{u — lo) ®(u) 

et la constante se détermine en faisant, par exemple, u = ; on obtient de 

cette manière : 

H'{uj) cnajdncj G'(cu) 

H[oj) snw 0(u>) 

Nous pouvons donc écrire, après avoir pris pour variable u = n(t — to), 

D u a _ H'{u - u) @'(u) e'(w) 



a H{u-co) @(u) 0(w)' 

et, si l'on désigne par A^e w une nouvelle constante à laquelle nous donnons 
cette forme, parce qu'elle doit être, en général, supposée imaginaire, on aura 

a = Ne w K — ' e e <-> . 
G(n) 
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De cette formule résulte ensuite 

A = Ne i(u+at ) H(u - U) \[^ + %^\u 

@(u) 
ou plus simplement, en mettant v — atç, au lieu de u, 



A = Ne- H{ Hr^ e^- 






6(n) 
et l'on en conclut immédiatement 

B = CU( ; U ~ U \ A = ^Neto Hl £- w) e& + %$]\ 
sn(u — u) 0(u) 

c = ' ,A = VkNe>^«-f e [ï + «ë?]«. 

isn(u — lu) it)(u) 

Des deux indéterminées N et v qui figurent dans ces expressions, la dernière 
seule subsistera comme quantité arbitraire ; N, qui est réel et positif, se 
détermine comme nous allons le montrer. 



XIV. 



Je fais à cet effet, pour plus de simplicité, dans les expressions précéd- 
entes, 

ia e'(cj) 

n B(cj) 

en observant que cette quantité A est réelle, car on a lu = iv, ainsi que nous 
l'avons fait voir (p. 27). Cela étant, nous pouvons écrire 

r-^ T Q{u-U0)é^ U+ ^ . 

A = VkN— —j— sn(u - lu), 

@{u) 

B = VkN—: ' cn ( u _ w ) 

9(u) 

i6(u) 
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et je remarque tout d'abord que ces formules permettent de vérifier facile- 
ment les conditions auxquelles doivent satisfaire les neuf coefficients a, b, 
c, .... En premier lieu, nous en déduisons : 

Aa " + Bb" + Ce" = VkN { >Z v [- en u sn(u - u) 

cnwO(u) 

idnwsim cn(u — lu) — sn lu dn u] . 

Or on a 

en u sn(u — lu) — dn lu sn u cn(u — lu) + sn lu dn u = 0, 

cette équation étant l'une des relations fondamentales pour l'addition des 
arguments [JACOBI, Œuvres complètes, t. II, p. 171, équation (16)], et nous 
obtenons ainsi : 

II i Ul.ll i " n / Il 1.1 iJl l II n 

aa + bb + ce = L), aa+bb+cc=[). 

Je remarque ensuite que la somme des carrés A 2 + B 2 + C 2 s'évanouit comme 
contenant en facteur sn 2 (-u — lu) + cn 2 (u — lu) — 1, et nous en concluons 

a 2 + b 2 + c 2 = a' 2 + 6 /2 + c /2 , aa + bb' + ce' = 0. 

Ayant d'ailleurs 

/ \ 2 / \ 2 

„ 9 „n „n / en u \ 2 / dn lu sn n \ /snwdnn 
a" 2 + 6 //2 + c" 2 = + ' ' ' 



venw/ \ en lu J \ en lu 

1 — sn 2 u (1 — k 2 sn 2 lu) sn 2 u (1 — k 2 sn 2 u) sn 2 lu 

2 2 2 ' 

cn z w cn z lu cn z w 

les six relations que nous avons en vue seront complètement vérifiées dès 
que iV sera déterminé de manière à obtenir a 2 + b 2 + c 2 = I ( x ). Formons 

Les équations 

iA = Se" - C6", iB = Ca" - Ac", iC = Afe" - Sa", 

dont la première a été employée précédemment, page 28, et qui contiennent les suivantes : 

a — b c — c b , o — c a — a c , c = a b — b a ; 

a — b c— c b, b — c a — a c, c = a b — b a, 

se vérifient aussi de la manière la plus facile. Les relations auxquelles elles conduisent, à 
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pour cela les carrés des modules de A, B, C ; en remarquant que, par le 
changement de i en —i, lu se change en —lu, on trouve immédiatement 

2 11 , Ar2©( n + W)G(U - LU) . . , N 

a^ + a w = kN z — ,/, V N sn(u + lu) sn(u - lu), 

6^ + 6 W = fciV 2 — — f-^ cn(u + u) cn(u - lu), 

B z (u) 

c 2 + c >2 = kN 2®(u + u;)@(u-iu)_ 



2 (n) 



en oj — en u cn(u — lu) + dn Lusnusn(u — lu), 

en u — en w cn(it — lu) — dnuj snusn(u — lu), 

AnLU snu = en cj sn(w — w) + snw dnucn(-« — w), 

figurent, en effet, dans le tableau donné par Jacobi sous les n os 9, 10 et 11. Formons enfin 
les trois produits 

(6 — ib )(c + ic ), (c — ic )(a + ia ), (a — ia )(fe + ib ), 

nous trouverons 

e(o)i?i (o)Hi(n + u)e (it - lu) . 
Hf(Lu)e 2 (u) 

9i(0)iïi(0)e(ii + lu)H(u - lu) 



{h _ i6 ' )(c + ic ' } = awJiii x i ; û ;T i "" aJi i , 



(c — ic )(a + ia ) 



iHf(Lu)Q 2 (u 



, . /w.,.wx e(0)9i(0)g(M + a;)gi(M-^ 

(«-«*)(* + **) = ïfFHë^W ; 

or les relations élémentaires 

9(0)iïi(0)tfi (u + cj)9(m - w) = iï(w)9 1 (w)iï(«)9 1 («) - iï 1 (w)9(w)9(«)i/ 1 («), 
9i(0)iîi(0)9(ît + w)#(« - lu) = i7(w)9(w)#i(u)9i(«) - ffi(w)ei(w)6(u)ff(u), 
9(0)ffi(0)#(u + w)#i(« - w) = 9(w)9i(w)#(u)fli(u) + #(w)iïi(w)9(M)9i(u) 

conduisent facilement à ces égalités 

(6 — ib )(c + ic ) — — b c + ia , 
(c — ic )(a + ia ) = — c a + ib , 
(a — ia )(b + i6 ) = — a 6 + ic ; 

d'où l'on tire ce nouveau système de conditions : 

bc + bc+bc— 0, bc — cb — a , 

ca + ca+ca— U, ca — ac = o , 

aè + a 6 + a 6 = 0, ab — ba — c . 
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d'où, en ajoutant membre à membre, 

, it9 8(u + u)@(u — lu) r , . . , . . 

2 = kN z — '. \ sn(u + u) sn(w - u) + cn(u + w) cn(u - u) + 1 . 

O z (u) 



Or les formules élémentaires 

sn(w + (jj) sn(u — w) 



cn(u + u) cn(u — u) = — 1 + 



sn 2 u — sn 2 cj 
1 — k 2 sn 2 u sn 2 ui ' 

en 2 u + en 2 u 



1 — k 2 sn 2 u sn 2 eu 

donnent 

2 en 2 w 

sn(u + ui) sn(w — u>) + cn(u + uj) cn(u — u) + 1 = ^ — „ „ — ; 

1 — k z sn z u sn 2 a; 

on a d'ailleurs 

n2 / x n2 / \ ^ = l-fc 2 sn 2 nsn 2 a;; 

nous obtenons donc 

_ 2 e 2 (a;)cn 2 a; 

1 " fc7V 6 2 (0) ' 

et par conséquent, après une réduction facile, 

6i(0) 



N 



Hi(u) 



On en conclut les résultats de Jacobi, que nous gardons sous la forme sui- 
vante : 

, & 1 {<S)H(u-uj)e i ^ u+ ^ 

a + ia = — 



b + ib 



c + ici 



ffi(u;)e(u) 

,_ Q^))H l (u-uj)e i{Xu+ ^ 
#i(w)0(u) ' 

tifi(u;)e(u) ' 



et il ne nous reste plus qu'à y joindre les expressions des vitesses de rotation 
autour des axes fixes Ox, Oy, Oz. 
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Ces quantités, que je désignerai par v, v', v" , ont pour valeurs 

v = ap + bq + cr, 
v' = a'p + b'q + c'r, 

II II | 7 // | // 

v =ap + bq + cr, 
ou encore, en remplaçant p, q, r par aa", /3b", 'je" , 

Il , 1.11 1 n i // 

v = aa a + bb p + ce 7, 

v =aoa + sop + cc7, 

// //2 , 1 //2 n , 1/2 r 

w = a a +0 p+c 7 = 0. 
Cela posé, soit v + iv' = V , nous pouvons écrire 
F = Aa'a + £6"/? + Cc"7, 
et, si nous employons de nouveau les égalités 

~~ «2 î ' ^ ~~ Ih î ' 

a" z — 1 a" z — 1 



on obtiendra la formule 



„_ (ô-a)a" + i( 7 -(3)b"c" A 



Or, au moyen des relations 



sntodnuj cnw 

— a = —m , 7 — p = m- 



cnw snwdnw 

et des valeurs de a", b" , c", il vient 

(<5 — a) a" + i(j — j3)b"c" . snucnudnu) + snucnu>dnu 

—, 5 - — m 7. 7, 

a" A — 1 sn z u — sm u 

dn(u — u>) 

= ~ïn — -; 

sn(w — uj) 

l'expression précédente de A nous donne donc immédiatement 

V = — 171 — 

ffi(w)e(u) 

Voici maintenant la seconde méthode que j'ai annoncée pour parvenir à 
la détermination des quantités A, B, C. 
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XV. 



Je reprends l'équation différentielle du second ordre, obtenue au § XII, 
p. 30, à savoir : 

D 2 a = [(^ _ a )( 7 _ s) - (ô - a) (7 - a) - 2(/3 - a) (7 - a)a" 2 ] a, 

et j'y joins les deux suivantes, qui s'en tirent par un changement de lettres : 

D 2 b = [(7 - 0)(a -ô)-(ô- (3){a -f3)- 2(7 - (3)(a - (3)b" 2 ] b, 

D 2 c = [{a - 7 )(/3 - S) - (ô - 7)(0 - 7) - 2(q - 7 )(/? - 7)c" 2 ] c. 

Cela posé, au moyen des expressions de a" , 6", c", en fonction de u, et de 
ces formules qu'on établit sans peine, 



a — (3 = in 

a — 5 = m- 

c 

7 — a = ^n- 



fc 2 snu;cnw 

dna; 
sn uj dn a; 

cna> 

cnwdnw 

sna> 



(3 — ô = in 
7 — /3 = in 
7 — <5 = in- 



fo' 2 sn lu 

en tu dn u) ' 
cnw 

snudnw' 
dna; 

snwcnw' 



nous obtenons, par un calcul facile, 

(/3 - a) (7 - 5) - (ô - a)(7 - a) - 2(/3 - a) (7 - a)a" 2 



/; 



[2fc 2 sn 2 n - 1 - k 2 + /c 2 sn 2 w] , 



(7 - (3){a -5) -{8- (3){a -(3)- 2(7 - (3){a - (3)b 

-,2 



111 



n 



■„2„„2 



2/c z sn z n - 1 - r + r 



en w 



dn u 



( Q _ 7 )(/3 _ <5) _ («j _ 7 )(/3 - 7 ) - 2 (a - 7 )(0 - 7)C 



//2 



n 



2/c 2 sn 2 u - 1 - A; 2 + 



sn 2 w 



Prenant donc pour variable indépendante u au lieu de t, on aura 

D 2 a = [2k 2 sn 2 u - 1 - k 2 + /c 2 sn 2 w] a, 

,2 



£«b 



^«c 



„2„„2 



2k z sn z u -l-k z + k' 



2k 2 sn 2 u - 1 - k 2 + 



, en uj 
dn u> 



sn 2 o> 
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et nous nous trouvons, par conséquent, amenés à trois des quatre formes 
canoniques de l'équation de Lamé, qui ont été considérées au § VI, p. 15. 
La solution générale de ces équations nous donne donc, en désignant les 
constantes arbitraires par P, Q, R, P', Q' , R' , 

H(u-uj)e^) u .H(u + u)e e ^ u 

a = P 7n—, + P — 



e(u) 



@(u) 



@(u) 



6(n) 



H'(oj). 



G(u-uj)e H (^ u nl Q(u + uj)e "(-o 
c = R ^—, — ; + R — 



@(u) 



@(u) 



et l'on en conclut, si l'on écrit, pour plus de simplicité, P, Q, R, . . . au lieu 

de Pe iat °, Qe l/3t °, Re^ l \ ..., 



A = P H ^ U -^ Jv+f<* + P> ËJv±^ e [S 
@{u) @{u) 






B = Q y \, , 



i/3 . 8i(w) 



n ' S^w) 



+ Q' ^ U + % 



n 8!M 



e(n) ^ e(u) 

0(u) 0(u) 

La détermination des six constantes qui entrent dans ces expressions se fait 
très- facilement, comme on va le voir. 

Je remarque, en premier lieu, que nous pouvons poser 

ia + ev) = ip + g^h = ij_ + ^V) = , A 

n ©(a;) n 6i(a;) n #(w) 

A désignant la quantité déjà considérée au § XIV, p. 32. On a, en effet, 

@\(uj) Q'(uj) _ , , fc 2 sn cj en oj 

-£> w logdna; = - 



Gi(cj) e(w) 
ff'(w) 0'(a;) 



D w log sn w 



dnoj 
en u dn lj 



iî(o;) O(w) snw 

et les égalités précédentes sont vérifiées au moyen des relations 



a — P = in 



k 2 sn u) en lu 
dnw 



en u) dn w 



7 — a = zn- 



snw 
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que nous avons données plus haut. Une conséquence importante découle de 
là : c'est qu'en changeant «en« + 4K, les fonctions 

H(u-Lo)e iXu Hi(u-uj)e iXu Q(u-uj)e iXu 



&(u) ' @(u) ' e(u) 

se reproduisent multipliées par le même facteur e 4tXK , tandis que les quan- 
tités 

9(n) ' 0(u) ' 9(u) 

sont affectées des facteurs e 4l ^~ XK \ e 4t ^~ XK \ e 4l ^~ XK > , essentiellement 
inégaux. Or on a obtenu, pour les quotients -j, ^, des fonctions doublement 
périodiques, ne changeant point quand on met u + 4i^ au lieu de u ; il faut 
donc que les facteurs qui multiplient A, B, C, lorsqu'on remplace u par 
u + 4K, soient les mêmes, ce qui exige qu'on fasse P' = 0, Q' = 0, R' = 0. 
Ce point établi, j'écris, en modifiant convenablement la forme des constantes 
P, Q, R, 

, G(u-Lu)e iXu . 

A = p e(u) ^'^ 

6(u) 

Q(u-uj)e iXu 

0(u) 

et j'emploie la condition Aa" + Bb" + Ce" = 0, qui conduit à l'égalité 

— P en u sn(u -w)+Qdnwsnit cn(u — lu) — iR sn lu dn u = 0. 

Or, en faisant a = et u = lu, on en déduit 

P = Q = iR- 

de sorte qu'on peut poser 

'kNë 1 



P = VkNe lu , Q = VkNe lu , R 

i 

ce qui nous donne les expressions de A, B, C obtenues au § XIV, p. 32. Le 
calcul s'achève donc en déterminant, ainsi qu'on l'a fait plus haut, la valeur 
du facteur N. 
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XVI. 

Les formules que nous venons d'établir ont été le sujet des travaux de plu- 
sieurs géomètres ; M. Somoff en a donné une démonstration dans un Mémoire 
du Journal de Crelle ( 1 ), peu différente de celle de Jacobi, et qui repose aussi 
sur l'emploi des trois angles d'Euler. M. Brill, dans un excellent travail inti- 
tulé : Sul problema délia rotazione dei corpi (Annali di Matematica, série II, 
t. III, p. 33), a employé le premier les équations différentielles de Poisson 
et les quantités a + ia' , b + ib' , c + id dont j'ai fait usage, mais son analyse 
est entièrement différente de la mienne. C'est à un autre point de vue que 
s'est placé M. Chelini ( 2 ) en déduisant pour la première fois les conséquences 
analytiques de la belle théorie de Poinsot, que son auteur ni personne n'avait 
encore données d'une manière aussi approfondie. Je mentionnerai enfin deux 
récents Mémoires de M. Siacci, professeur à l'Université de Turin, et dont 
l'auteur a bien voulu, dans la lettre suivante, m'indiquer les points les plus 
essentiels : 

« Turin, 24 décembre 1877. 

» Poinsot, à la fin de son Mémoire sur la rotation des corps, démontre 
que la section diamétrale de l'ellipsoïde central, déterminée par le plan pa- 
rallèle au couple d'impulsion, a son aire constante. Ce théorème a été le point 
de départ d'un Mémoire ( 3 ) dont les résultats se rattachent à la théorie des 
fonctions elliptiques aussi bien qu'à la théorie de la rotation. Je me suis 
d'abord proposé le problème de déterminer le mouvement des axes de cette 
section : pour abréger, je l'appellerai section invariable, et son plan, plan in- 
variable. Une première solution du problème est suggérée par l'homothétie 
de la section invariable avec l'indicatrice de Dupin, relative à l'extrémité 
de l'axe instantané (pôle). La rotation d'un système de trois axes rectangu- 
laires, dont les premiers coïncident avec les axes de la section, n'est que la 
résultante de deux rotations, l'une due au mouvement du pôle sur la poloïde, 
l'autre due au mouvement de l'ellipsoïde. Soient, sur ces axes, Pi, P2, P3 les 
composantes de la première vitesse angulaire; mi, m2, m^ celles de la se- 
conde. La résultante se composera de Pi + mi, P2 + ITI2, Pz + rn z j e t> comme 



Démonstration des formules de M. Jacobi relatives à la théorie de la rotation d'un 
corps solide, t. 42, p. 95. 

Determinazione analitica délia rotazione dei corpi liberi secundo i concetti del signor 
Poinsot (Memorie delV Accademia délie Scienze dell'Istituto di Bologna, vol. X). 
' Memorie délia Società italiana délie Scienze, série III, t. III. 
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le pôle reste sur un plan, on aura 

(1) P 1 +m 1 = 0, P 2 + m 2 = 0, P 3 + m 3 = dtp : dt, 



ip étant la longitude d'un des axes de la section. Soient -y/âî, t/oq, \/Ô3 les 
demi-axes de l'ellipsoïde (le troisième est celui qui ne se couche jamais sur 
le plan invariable) ; x\, x 2 , x 3 les coordonnées du pôle; Ai, A2, A3 (A3 = 0, 
Ai, A2 sont les demi-axes carrés de la section) les racines de l'équation 



(A) 



x 



+ 



<X '-, 



+ 



ai — A a 2 — A a 3 — A 



1 = 0. 



On aura 

2 _ (ai - \ r )(a 2 - A r )(a3 - A r ) 



m:. 



(A r — A s )(A r — A S 'J 



2P r dt 



m s m s > 
A.» — A s 



d\. 



in- 



+ 



d\ x > 



nr 



(r, s, s' étant trois nombres de la série 1, 2, 3). Comme A1A2 = const. = c 2 , on 
a 1713 — const. C'est, en effet, la distance du centre O au plan fixe de contact ; 
de même mi, "012 sont les distances de O des plans tangents aux surfaces 
(Ai) et (A2). Au moyen de ces valeurs, les équations (1), qui reviennent en 
substance aux équations d'Euler, donnent t et ip en fonction de x = Ai + A2. 
En posant t = nu (n expression connue), on obtient 



(2) 
(3) 






' d log sn ia d log sn ir 
T 2 l da + d~r 



dlogH(ia) d\ogH(ir 



T: 



da 



+ 



dr 



±-[U(u,ia)+U(u,iT)], 

1 9(n — ia)@(n — ir) 
Ai ° S Q(n + ia)Q(n + iT)' 



et l'on prendra le signe supérieur ou inférieur, suivant que m 2 > ou < a 2 . 
Le module est 



k 



et a et r sont ainsi donnés : 
Jo 



'03(02 - ai)(c 2 - a\a 2 ) 
01(02 - a 3 )(c 2 - a 2 a 3 ) 



a 



V 1 — k 12 sin ip 



dip 



y/l - k' 2 



sin ip 



cos 



c± 03 
a 3 ±c" 



F étant un angle aigu négatif ou positif, suivant que m 2 ^ a 2 et G un angle 
positif, qui sera < ou > k7t, suivant que la zone entourée par la poloïde 



12 



comprendra deux ombilics ou aucun : c'est, en effet, ce qui revient aux cas 
de G ^ 2"" ou ^ cr ^ K'. La double expression 



H(ia)y/G(u + ir)Q{u - ir) ± H{iT)y/Q{u + ia)Q{u - i 
H(ia)^/Q{u + ir)Q{u - ïr) T H{iT)^/Q(u + ia)Q{u - i 



ta) 
ia) 



donne Ai et A2. L'étude de l'expression (3) démontre que le mouvement 
moyen des demi-axes de la section est donné par le terme multiplié par u, et 
l'inégalité par l'autre, lorsque a < K' ; lorsque a > K', le mouvement moyen 
et l'inégalité sont donnés par les mêmes termes en y changeant a en a — 2K' ; 
et l'on trouve que, dans le second cas, le mouvement moyen coïncide avec 
celui des projections des demi-axes ^/aî et ^/a~2, et dans le premier avec celui 
des projections de y/ai et de l'axe instantané. 



On peut tirer ip de l'expression de la longitude (fi) d'une droite quel- 
conque OR, dont l'extrémité a Ci, &, £,3 pour coordonnées. Je trouve ainsi 



ip + arctang 



m2^i€i , m 2 x 2 £,2 i rn 2 x 3 Ç 3 \ . ( miXjXi , m 1 x 2 £,2 , mix^s 
ai — \ 2 a 2 — \ 2 ' a,3 — \ 2 I ' \ ai — Ai ' a 2 — Xi 03— Ai 



(M), 



et je donne aussi l'expression développée de (fi). Comme Ci, ^2, Ç3 sont 
fonctions arbitraires de u, on voit l'infinité de formes qu'on peut donner à 
l'expression (2) de ip. 

En faisant coïncider OR avec a/ôï, a/Ô2, \fâi et avec l'axe instantané, 
on obtient leurs longitudes /ii, [X2, M3> M e ^ l'on a 

,., , . m 2 a r -\i m 2 

(4) tp = fi r — arctang = fi — arctang . 

mi a r — M m\ 

Ces quatre expressions de tp contiennent les principaux théorèmes sur la 
transformation et sur l'addition des paramètres des intégrales elliptiques de 
troisième espèce, mais sous une forme nouvelle, à cause des termes circu- 
laires. 

Le mouvement des projections des axes du corps et de l'axe instantané 
a été déterminé par Jacobi : leurs inégalités sont données au moyen d'une 
constante a, qui se trouve liée avec nos quantités par l'équation a + r = 
2a ; mais aux expressions des mouvements moyens concourent les moments 
d'inertie du corps. Au moyen des quantités a et r, elles acquièrent, comme 
on a vu, une forme plus homogène. Si nous posons a — r = 26, les constantes 
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du problème 01, 02, «3, m^ se transforment en a, b, c, fc. Ainsi l'on a 

ai sniadniacnife 02 sniacni&dnift 03 sniocni&dnia 
c sn i& dn i& en ia' c sni&cniadnia' c sniacniadnifr' 
X? en 2 u x\ dn iè 2 1? sn 2 i& 2 

— = ^-77, — = — 2^7: sn n ' — 2^1 dn u ; 

ai cm îo 02 cm 10 a^ cm îo 

en changeant x 2 : a r en m, 2 x 2 : a 2 , on change 6 en a. 

J'ajouterai aux résultats de mon Mémoire les cosinus de direction des 
axes de la section invariable par rapport à l'axe instantané et aux axes du 
corps ; ils sont : 

rri\ Y dn(u+ia)—X dn(u—ia) 



OU 



\Jm\-\-m\ 2i\J XY dn(u+ia) dn(u— ia) 

rn-i Y dn(u+ia)+X dn(u— ia) 

\Jm\-\-rn\ 2y'XY dn(u+ia) dn(u-ia) 

m\X\ Y sn(u+ia)+X sn(«— ia) m,2X\ _ Y sn(u+ia)—X sn(u—ia) 

ii-Ai ~~ 2 en iaVXYZ ' 01-A2 ~ ^ 2i en ia\fXYZ ' 

rrtiX2 _ Y cn(u+ia)+X cn(u—ia) 1x1-2X2 Y cn(u+ia)—X cn(u—ia) 

i2-Ai — 2 en iayfXYZ ' a 2 -X 2 ~ + 2icnWxyZ ' 

rraiX3 _ _ y— X rrt2X3 Y+X 

03-Ai ~~ + 2icnWXYZ' fl3-A 2 ~ 2cnWXYZ' 



X = 1 — /c sn i6sn (-a + ia), F = 1 — k sn i&sn (u — ia) 

Z(\ — k sn ia sn m) = 1, 
n 2 sn ia sn ir 



yc Vsn 2 ir — sn 2 icr 

Les doubles signes se rapportent aux cas de m| ^ 02, avec la convention que, 
suivant que a + 6 > ou < if', X, Y, ou bien Jsn(u- ia), Fsn(-u + ia) imagi- 
naires conjugués, aient leur partie réelle positive. On tire ces expressions de 
(4). La substitution directe des valeurs xi, X2, £3 ; mi, rri2 ; Ai, À2 donne des 
expressions assez simples, mais tout à fait différentes, et leur comparaison 
donne lieu à des formules remarquables. » 

Les résultats dont on vient de voir l'indication succincte sont les pre- 
miers qui aient été ajoutés aux travaux de Jacobi dans la théorie de la 
rotation; mais je dois signaler encore, en raison de l'intérêt que j'y attache, 
un point non mentionné dans le résumé précédent. Remplaçons, dans le plan 
invariable, les axes fixes Ox, Oy par deux autres également rectangulaires, 
mais mobiles, Oxi, Oyi, dont le premier soit constamment parallèle à la 
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direction du rayon vecteur de l'erpoloïde ; M. Chelini a introduit, en suivant 
la méthode de Poinsot, les angles des axes d'inertie avec les droites Oxi, 
Oyi, Oz, et donné ce système de formules, où i désigne le rayon vecteur de 
l'erpoloïde : 

(q - S)a" , {l-fi)b"c" . ,. „ 

cos(xix j = , cos(yix j = , cos(zix ) = a , 

(P - ô)b" (a - i)d'a" , „ 

cos(xiy) = , cos(y 1 y) = , cos(ziy ) = b , 

(7 ~ S)c" . ,. (f3-a)a"b" , „ 

cos{x\z ) = , cos{y\z ) = , cos{ziz ) = c . 

C'est le passage des neuf cosinus de M. Chelini à ceux de Jacobi, qu'il était 
important d'effectuer pour compléter la déduction analytique de la théorie 
de Poinsot, alors même que, par cette voie, on ne dût peut-être pas y arriver 
de la manière la plus rapide. Je renverrai, sur ce point essentiel, aux beaux 
Mémoires de M. Siacci, en me bornant à remarquer les relations suivantes, 
dans lesquelles V\ = v — iv' : 

cos^ix') + icos(yix') = -AV±, 

cos(xiy') + icos(y 1 y') = -BVÏ, 

cos^iV) + icosijjiz) = -CV\_, 
et j'y ajouterai quelques formules relatives à l'erpoloïde. 



XVII. 

Si l'on met, au lieu de Ç, 77, Ç, dans les équations du § X, p. 24, les 
quantités suivantes : 

£ = PP, V = QP, C = rp, 

où p, q, r sont les composantes de la vitesse et p une indéterminée, on aura, 
pour déterminer la position de l'axe instantané de rotation par rapport aux 
axes fixes, les formules 



x = (ap +bq + cr) p = vp, 
y = (dp + b'q + cr) p = v' p, 

1 a 1 ull 11 \ " 

z = {ap + bq + c r)p = v p, 
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dont la dernière est simplement z = Sp. Or, l'erpoloïde étant la trace de cet 
axe mobile sur le plan tangent à l'ellipsoïde central, z = S, on voit qu'il suffit 
de faire p = 1 pour obtenir les coordonnées de cette courbe, exprimées en 
fonction du temps, ou de la variable u. Nous avons ainsi x = v, y = v' ; mais 
ce sont plutôt les quantités x + iy et x — iy qu'il convient de considérer, et 
je poserai en conséquence 

x + iy = -in nnM =$(«), 

. fT'(0)ei(u + w)e- i ( Au+ ^ ^ , N 
x - iy = +in „,,',, = $i(«)> 

ce qui permettra d'employer les conditions caractéristiques 



$(u + 2K) = 


= jK$(«), 


$(u + 2ifr") = 


-H'*(u), 


$i(u + 2if) = 


= -$l(u), 


$i(u + 2ifr") = 


--7*1(1*), 

fi 


lit 


M = e™*, 


/ = e ^-2A^'_ 





où j'ai fait 



Elles montrent, en effet, que les produits $(u)$i(u), D u Q(u)D u $i(u), et en 
général D™$(u)D™$i(u), quels que soient m et n, sont des fonctions dou- 
blement périodiques, ayant 2K et 2iK' pour périodes. En particulier, nous 
envisagerons l'expression D u <&(u)D u $i(u) = x' 2 + y' 2 , puis les coefficients 
de i dans les suivantes : 

D u $(u) $i(u) =ra' + yy' + i{xy' —yx'), 

Dl$(u)D u $ 1 (u) = x'x" + y'y" + i(a;'y" - yV), 

ces fonctions doublement périodiques donnant, par les formules connues, les 
éléments de l'arc, du secteur et le rayon de courbure. J'emploierai, pour 
les obtenir, la formule de décomposition en éléments simples, rappelée au 
commencement de ce travail (§ I, p. 5), et dont l'application sera facile, $(u) 
et $i(tt) ayant pour pôle unique u = iK' . N'ayant ainsi à considérer qu'un 
seul élément simple, q}™\ , il suffit d'avoir les développements suivant les 
puissances croissantes de e de Q{iK' + e) et <&\(iK' + e) ; ils s'obtiennent 
comme on va voir. 

Je remarque d'abord que, au moyen de la fonction (fi(x,Lo), définie au 
§ III, p. 8, on peut écrire 

i5u . , . , iôu 

<&(u) = Cipi(u,—uj)e n , $i(«) = Ci<pi(u,ui)e « , 
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C et C\ désignant des constantes. C'est ce que l'on voit en joignant aux 
relations précédemment employées, 

, ia 6'H ©iM »7 H'(u) 

«A = — h ^; : = — + ^, , = — + 



n @(cj) n ©i(w) n iî(w 
la suivante : 



n iïi(w)' 

qui résulte de la condition a — <5 = in snuj nuj (§ XV, p. 37), en la mettant 
sous la forme 

ia iô „ , tfUu;) 6'(w) 

= A,logcnw = — — - - — - — . 

n n iii(w) <d{u) 

Cela posé, l'équation i(fi(u, u) = x( n ) aJ + if + iiï"') montre qu'on a le 
développement de ipi(iK' + e,u) en changeant simplement uj en w + -ff + iK' 
dans la formule de la page 14 : 

X(*-K" + e,w) = ^ - ifÎÊ - ^ie 2 - ^n 2 e 3 + ..., 

et il vient ainsi, en nous bornant aux seuls termes nécessaires, 

1 / k' 2 2k 2 -l\£ k' 2 sn lu dn lu e 2 



■ ,-„, n 1 ( k 2k 2 -1\ 

i<pi{iK + £,u) = - - — 2 1 

e \ en 2 w 3 / 



2 en 3 



cn°ùj 



Désignons par Si, pour abréger, la série du second membre, et par 5 ce 
qu'elle devient lorsqu'on change i en —i, c'est-à-dire lu en — uj ; puisqu'on a 
u> = iv, on aura les expressions 

$(»#' + e) = RSe^, $i(iK' + e) = RiSie'^ , 

où R et i?i sont deux nouvelles constantes, dont la signification se montre 
d'elle-même. Il est clair, en effet, que ces quantités sont les résidus des fonc- 
tions <&(u) et 3>i(tt) pour u = iK' , de sorte qu'on trouve immédiatement les 
valeurs 

R = -neW-ur*», R = +ne -W+™'-i» 

et par suite la relation RRi = — n 2 . Voici maintenant les applications de nos 
formules. 
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XVIII. 

Je pars des équations suivantes : 
D s ${iK' + e)D £ ^ 1 {iK' + e) = -n 2 (s' + ~s) (s[ - ~sA , 

D £ ${iK' + e) ^(iK' + e) = -n 2 (,S' + —S) Si, 

DlmK' + e)DM%K' + e) = -n 2 ( S" + —S' - ^s) ( S[ - -S a 

\ n n z J \ n 

et je me borne à la partie principale des développements en faisant, dans les 
deux dernières, abstraction des ternies réels ; le calcul donne pour résultats 

,2 



P n 2 nô Q 

si l'on écrit, pour abréger, 

n 2 k' 2 n 2 (2k 2 - 1) r2 

P = —^~ + — ^-r '- + ô 2 , 

„ 2n 3 k' 2 snujdnuj 3ôn 2 k' 2 ,. 9 . , 9 , o 

Q = ; — = + 9 + ôn 2 (2k 2 - 1 + ô 3 . 

% en 13 w cn z w 

Remplaçant donc — et — par —D £ -, — ~Df-, on obtiendra, en désignant 
par C, C, C" des constantes, 

a;' 2 + y' 2 = C - PD U — ff + -n 2 ^- 



xy' — yx = C' + n<5D u 



0(u) 6 u G(m) 
e'(n) 



@(u) 



x y -p =C H LV 



n 0(u) 

Employons enfin la relation D u q^\ = jç — k 2 sn 2 u, et nous parviendrons, 
en modifiant convenablement les constantes, aux expressions suivantes : 

n 2 k' 2 " 



■_2„„2. 



cn^o; 



xy' — yx' = C — ônk sn u, 

// // W/ V ; 2 2 

xy — yx = C k sn n. 

n 
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Pour déterminer C, C, C" , je supposerai u = ; il suffira ainsi de connaître 
les valeurs des fonctions <&(«), 3>i(w) et de leurs premières dérivées quand 
on pose u = ; or on obtient, par un calcul facile dont je me borne à donner 
le résultat, 

,-„„, > dn lu „dn lu n 2 fc 2 en 2 u + /3 2 dn lu u 2 

e~ w $(u) = -m h f3 u + i h . . . , 

cnw cnw n en w dn lu 2 

dno; O dnoj n 2 A; 2 en 2 lu + /3 2 dn u> u 2 

+in h p n — i ; — + • • . ; 



e +l "$i(u) 



en lu 



cnw 



n en w dn lu 



on en conclut 



C = j3 2 



,dn oj 



. ^,dn 2 w _,.. n n 2 k 2 en 2 w + [3 2 dn 2 w 
,, , (7 = n/5 — t, — , C = (5 



nen^w 



cm lu en' a» 

Soit donc S l'aire d'un secteur, s la longueur de l'arc et R le rayon de 
courbure de l'erpoloïde, nous aurons 



D U S = n [ (3 
{D u s) 2 = i 



dn 2 lu 
cn 2 io> 



5k sn u 



2 dn 2 ùJ / ., 

+ [n 2 - S 2 



en 2 lu 



21.12 



n l k 



en 2 lu 



7 2 2 2 ; 4 4 

k sn u — n k sn n, 



n en lu 



R 



/9 2dn^ +(n 2_. - 



n*fc' : 



j 2 2 27 4 4 

k sn u — n k sn u 



f3{n 2 k 2 en 2 cj + /3 2 dn w) — QA; 2 en 2 w sn 2 u 



Ces formules donnent lieu à quelques remarques. 

J'observerai, en premier lieu, qu'on tire de la première, en comptant l'aire 
à partir de t = to ou u = 0, 



dn lu 
S = n/3^-^ — u — no 



cm lu 



J &(u) 

7/ — 

K G(u) 



nu ( (3 



,dn lu 
en 2 lu 



5— + n<5 — i~4 

#7 e(u) 



il en résulte que, u devenant u + 2K, le secteur s'accroît de la quantité 
constante 



In [P 



,dn 2 w 

en 2 lu 



K-SJ), 



ou, sous une autre forme, 



2j^[(7-*)/wr-(7-/W- 
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Je démontrerai ensuite que le trinôme en sn u qui se présente dans l'élément 
de l'arc, et dont les racines sont réelles et de signes contraires, a sa racine 
positive comprise entre 1 et r. En faisant, en effet, sn-u = 1, puis snu = -r, 
nous trouvons pour résultats les quantités 

(7-W-a) ' 7-/3 ' 

dont la première est positive et la seconde négative. On verra sans peine 
aussi qu'en introduisant dn u au lieu de sn -u, il prend la forme suivante, qui 
est assez simple : 



7-/3 



[ 7 (a + (3-25)- a{3] dn 2 u - (7 - f3)(ô - a) dn 4 u. 



Enfin, et en dernier lieu, je remarquerai que les constantes qui entrent dans 
le dénominateur du rayon de courbure peuvent s'écrire ainsi : 

Q = -4<5 3 + 4(a + (3 + 7)5 2 - 3(a(3 + 07 + f3-f)ô + 2a(3y, 

p(n 2 k 2 en 2 u + (3 2 dn 2 u) _ ^(7 - (5) (/3a + (3j - 07) _ 
en 2 uj 7 — /? 

mais, malgré cette simplification, il paraît difficile de déduire de la formule 
qui détermine les points stationnaires, 



; 2 2 
k sn u 



(3{n 2 k 2 en 2 w + j3 2 dn 2 w) 
Qcn 2 a; 



les conditions sous lesquelles ces points seront réels ou imaginaires, et je ne 
m'y arrêterai pas. 



XIX. 

Après l'erpoloïde, je considère encore la courbe sphérique décrite par un 
point déterminé du corps pendant la rotation, et dont les équations sont 



x = a£ +brj + cQ, 

y = d£+ b'r] + c'C, 
11 1- 1 I.H 1 11 /• 
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Je remarquerai tout d'abord que les éléments géométriques, qui conservent 
la même valeur quand on passe d'un système de coordonnées rectangulaires à 
un autre quelconque, seront des fonctions doublement périodiques du temps. 
Si l'on pose, en effet, 

D™x = ai n + br] n + c( n , 

D tV = a 'Çn + b'rjn + c'Cn, 

D t z = a Çn + b r] Tl + c Ç n , 

les équations de Poisson donnent facilement 

Cn+i = A£n + qC, n - rrin, 
r] n+1 = D t r] n + rÇ n - pÇ n , 
Cn+i = D t (n + pr] n - q£ n , 

et ces relations permettent d'exprimer de proche en proche, pour toute valeur 
de n, les quantités Ç n , rj n , Q n par des fonctions rationnelles et entières de a", 
b", c" . On trouvera, en particulier, 

£1 = b"(3( - c'^î], î]i = c'-fÇ - a"a(, Ci = a'ar] - &"/?£, 

et, par conséquent, en désignant par s l'arc de la courbe, nous aurons la 
formule 

(D t s) 2 = ei+r,ï + CÏ- 

On obtient ensuite, pour le rayon de courbure R et le rayon de torsion R±, 
les expressions suivantes : 



R 2 _ fâ 2 + VÏ + C?) 3 R . 


u 2 + w 2 + ïi; 2 


A 


pour abréger, 




u = 771C2 - dm, « = Ci6-C26, 


w = iim - £2^1, 




Cl 6 £3 




A = 


r?i 772 773 

Ci C2 Cs 





C'est à l'élément de l'arc que je m'arrêterai un moment, afin de tirer quelques 
conséquences de la forme analytique remarquable que présente la quantité 
£1 + Vi + Ci • Nous avons, en effet, la relation 

CCi + wi + CCi = 0, 
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qui donne facilement 

te + c 2 ){D tS f = (e +^+ cv + («i - ^ci) 2 , 

et, par suite, cette décomposition en facteurs imaginaires conjugués, où 
j'écris, pour abréger, p 2 = Ç 2 + rf + ( 2 , 

(f + ( 2 )(D tS ) 2 = (C6 - £Ci + wi)(C6 - eci - wi). 

Or les valeurs de a" , b", c" , à savoir : 



// 



a 



l~à ,// / 7 - $ u ô-a 

cnu. o =4/ -snti, c = * dnu, 



y 7 — a y 7 — /? V 7 — a 

conduisent à l'expression suivante 



/7-5 
C6 — CCi +«/"/i = «i (£r? + ipC) en u 

V 7 - a 



+ PU^—âtt 2 + C 2 )snn - 7 W %C - »p£) dnu, 

y 7-/5 y 7- a 

et nous allons facilement en déduire les valeurs particulières des coordonnées 
£, ?y, C) pour lesquelles l'arc de la courbe sphérique, au lieu de dépendre 
d'une transcendante compliquée, s'obtient sous forme finie explicite. Je me 
fonderai, à cet effet, sur cette remarque, que le produit de deux fonctions 
linéaires 

n(u) = (Acnu + Bsnu + C dnu) (A' cnu + B' snu + C'dnu) 

devient le carré d'une fonction uniforme si l'on a 

A 2 k' 2 + B 2 - C 2 k' 2 = 0, A' 2 k' 2 + B' 2 - C' 2 k' 2 = 0. 

A cet effet, j'observe que les formules 

2 sn u en u dn u 
snzu 

cn2u 

dn2u 



1 
1- 


-k 2 

2sn 


4 ' 

sn^u 

2 u + k 2 sn 4 u 




1- 


1- 

2k 2 


k 2 sn 4 u 
sn 2 u + k 2 sn 4 


u 



1 - k 2 sn 4 



u 
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permettent d'écrire 

A en 2u + B sn 2u + C dn 2u 

_ A + C - 2(A + Ck 2 ) sn 2 u+ (A + C)k 2 sn 4 u + 25 sn u en u dn « 

1 — k 2 sn 4 u 

Cela étant, soit, en désignant par g et h deux constantes, 

A + C - 2(A + C*; 2 ) sn 2 u + (A + C)k 2 sn 4 u 

+ 2i? snwcn«dnM = ((/sn« + /icnudnM) , 

on verra que les quatre équations résultant de l'identification se réduisent 
aux trois suivantes : 

A + C = h 2 , 2(A + Ck 2 ) = h 2 {\ + k 2 )-g 2 , B = gh; 

or l'élimination de g et h conduit immédiatement à la condition 

Ak' 2 + B 2 - C 2 k' 2 = 0. 

Soit de même ensuite 

./ ^/ ^, , (a' snu + h' cnudnu) 2 

A' cn2u + B' sn2u + C dn2u = -= — -. -, 

1 — k z sn 4 u 



sous la condition semblable 



A'k' 2 + B' 2 - C' 2 k' 2 = 0; 



nous en conclurons, pour y / II(2u), l'expression suivante : 

r— — - (gsnu+ hcnudnu)(g' snu + h' cnudnu) 



1 — k 2 sn 4 u 
ou, en développant, 

Vn(2n) = 

gg' sn 2 u + hh' [l — (1 + A: 2 ) sn 2 u + k 2 sn 4 u\ + {gh' + /ig') sn u en u dn ', 

1 — k 2 sn 4 u 

on en déduit ensuite facilement, si l'on change u en |, 



1 '/ 
Voici maintenant l'application de la remarque que nous venons d'établir. 



2 y II(u) = — j^gg'(dnu — cnu) + (g/i' + /i</) snu + hh'(dnu + cnu) 
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XX. 



Revenant à l'expression précédemment donnée des facteurs de (D t s) 2 , je 
pose 

A = a^/^(Çr) + ipÇ), A' = ay^|(^r? - ipÇ), 

B = (3^(f + C 2 ), B> = f3^(e + C 2 ), 

C = -1^(VC + ipO, C = -7^/fif faC " if*), 

et j'observe que, au moyen de la valeur k' 2 = [gZ 7 ^ _x\ ' nos conditions se 
présentent sous la forme suivante : 

« 2 (t , • f\1 , P 2 Itl , X2N2 , 7 2 , > • e x2 



a — à p — o 7 — 

^ :(fr " *PC) 2 + /W + C 2 ) 2 + ~^~M + ^) 2 = 0. 



a — 8 ^ (3 — 8 ' 7 — 5 

Elles donnent immédiatement £??£ = ; et nous poserons en conséquence : 



7 — 5 a — 8) \(3 — 8 a — 8 



Soit, pour abréger, 

a=(a-<5)( 7 -/3)( 7( 5 + /3<5-7/3), 
b = (/3 — <5)(a — 7)(a<5 + 7<5 — «7), 
c = (7 - £)(/? - a)(/3<5 + a8 - fia); 

au moyen de ces quantités, qu'on verra facilement vérifier les relations 

aa 2 h/3 2 C7 2 

a + b + c = 0, - + - — - + — L- = 0, 

a — 8 p — 8 7 — 
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nous obtenons les trois systèmes de valeurs 



1° 


e = o, 


V 2 = c, 


C 2 = b 


2° 


rj = 0, 


C 2 = a, 


e = c. 


3° 


C = o, 


£ 2 = b, 


r) = a. 



Maintenant je vais démontrer que, de ces diverses solutions, la première est 
seule réelle et répond à la question proposée. 

Pour cela, je rappelle que les constantes a, (3, 7, ô satisfont aux conditions 

(I) a < (3 < ô < 7, 
ou à celles-ci 

(II) a > (3 > ô > 7, 
et j'observe qu'on aura, dans les deux cas, 

(a - <y)( 7 - f3) < 0, (/?-<ï)(a-7)<0, (7 - 5)(f3 - a) < 0. 

J'ajoute à ces résultats les suivants : 

7# + (35 - 7/3 > 0, aô + *yô - 07 > 0, (35 + a5 - (3a > 0, 

qui donneront, comme on voit, 

a < 0, b > 0, c > 0. 

On peut écrire, en effet, 

7<5 + (30 - 7/3 = PS + (6 - /3) 7 , 
aô + 7<5 — 7a = a£ + (ô — 0)7, 
/?<5 + aô — j3a = aô + (ô — a)(3, 

et, dans le premier système de conditions, on voit ainsi que les premiers mem- 
bres sont tous positifs. Nous ferons ensuite, en passant au second système, 

7<5 + 135 - 7/? = 7* + (ô - 7)/3, 
aô + 7# — 07 = 7<5 + (5 — 7)0; 

mais ces transformations faciles ne suffisent plus, à l'égard de la troisième 
quantité (3ô + aô — (3a, pour reconnaître qu'elle est toujours positive comme 
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les autres. Il est nécessaire, en effet, d'introduire une condition nouvelle, 
^ + i > ^, ayant son origine dans la définition des quantités ^, i, ^, qui 
sont proportionnelles aux moments principaux d'inertie. Nous écrirons, dans 
ce cas, 

- ---} (--- 
a (3 7/ \7 ô, 



(35 + aô — a(3 



a(3ô 

et le dernier résultat qui nous restait à établir se trouve démontré. Les valeurs 
réelles ainsi obtenues pour les coordonnées £, rj, Ç, à savoir £ = 0, rj = vb, 
£ = ^/c, donnent, en prenant les radicaux avec le double signe, quatre points 
qui décrivent des courbes rectifiables, ou plutôt deux droites remarquables : 

£ = 0, r] = ±<i/-£, dont tous les points décrivent pendant la rotation du 
corps de telles courbes. Pour former l'expression de l'arc s, observons que, 
d'après l'égalité a + b + c = 0, on peut écrire ip = y^â, ce qui donne les 
valeurs suivantes : 



y 7- a y7-a y 7 - a 

On a ensuite 

A' = -A, B' = B, C = C, 

et nous en concluons 

(Acnu + Bsnu + C dn u) (A' en u + B sn u + C' dn u) 

= (Bsnu + Cdn u) 2 - A 2 en 2 u. 

La condition A 2 k' 2 + B 2 — C 2 k' 2 = conduit enfin à cette nouvelle trans- 
formation 

(B sn u + C dn u) 2 - A 2 en 2 u 

= (Bsnu + C dnu) — ; (dn u — h' sn u) 

k' z 

B - 2 



Ck' sn u + — dn u ) , 
k' J 

et il vient, en définitive, après quelques réductions, pour l'expression de l'arc 
de la courbe sphérique, 

s = jy %^-(f3ô + aô — (3a) / ksnudu + (3y ^^(aô + jô — aj) / dnudu, 
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puis, en effectuant les intégrations, 



In ç 

s = 74/ — (f3ô + aô — [3a) logfdnn — kcnu) 

VP-7 



+ (3 \ (aô + 7<5 — «7) am u. 

y 7 - ot 

Il en résulte que, u devenant u + 4K, l'arc s'accroît de la quantité constante 



h- ô 

2tt/3\ (aô + 7<5 — «7). 

V 7 - " 



XXI. 

Je terminerai cette étude de la rotation en indiquant encore un point 
de vue sous lequel on peut traiter la question et où l'on évitera le défaut 
de symétrie des méthodes précédemment exposées, qui donnent d'abord les 
quantités A, B, C; puis, par un calcul différent, la quantité V, en séparant 
ainsi des expressions composées de la même manière avec les quatre fonc- 
tions fondamentales de Jacobi. Des transformations algébriques faciles des 
équations de la rotation, lorsqu'on suppose en général le corps sollicité par 
des forces quelconques, permettent, en effet, d'associer les composantes de la 
vitesse aux neuf cosinus ; elles seront le point de départ du nouveau procédé 
que je vais donner pour le cas où il n'y a point de forces accélératrices. Avant 
de les exposer, je rappelle d'abord les équations d'Euler 

a D t p = (b — c)qr + P, 
bD t q = (c - &)rp + Q, 
c D t r = (a — b)pq + R, 

où les moments d'inertie sont désignés par a, b, c, et celles de Poisson, dont 
j'ai déjà fait usage, 

D t a" = b"r - c"q, D t b" = c"p - a"r, D t c" = a"q - b"p, 

puis 

D t A = Br- Cq, D t B = Cp - Ar, D t C = Aq - Bp. 
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Cela étant, soit, comme précédemment, 

v = ap + bq + cr, 
v = ap + b q + cr, 

II II | 7 // | // 

v — ap + oq + cr, 

V = Ap +Bb + Cr; 

en écrivant, pour abréger, 

A = pDtp + qD t q + rDfr — {a"p + b"q + c" r){a" Dtp + b" Dtq + c'Dfr), 

nous aurons, comme conséquence, les relations suivantes, que je vais démont- 
rer : 

I. II. 

AA = V{D t p - a"D t v") + iD t V . D t a", Va" = Av" + iD t A, 

BA = V(D t q - b"D t v") + iD t V . D t b", Vb" = Bv" + iD t B, 

CA = V(D t r - c"D t v") + iD t V . D t c"; Vc" = Cv" + iD t C; 

III. IV. 

iCD t b" = Br + ic"D t B, iBD t c" = Cq + ib"D t C, 

iAD t c" = Cp + ia"D t C, iCD t a" = Ar + ic"D t A, 

iBD t a" = Aq + ib"D t A; iAD t b" = Bp + ia"D t B. 

A cet effet, je remarque que, en écrivant A sous la forme 

A = \ D t {p 2 + q 2 + r 2 ) - v»D t v", 

la condition p 2 + q 2 + r 2 = v 2 + v' 2 + v" 2 donne immédiatement 

A = vDfV + v'Dtv' . 

Observons encore qu'on tire des équations 

v = ap + bq + cr, v' = ap + b'q + cr, 

en employant les égalités ab' — ba! = c", ca! — ac' = b" l'expression suivante : 

av — av = b r — c q = U t a . 

On a d'ailleurs immédiatement 

D t p — a" D t v" = aD t v + a'D t v , 
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et ces résultats transforment l'équation 

AA = V(D t p - a"D t v") + iD t VD t a" 
dans la suivante : 

(a + ia){vD t v + v'D t v') 

= (v + iv')(aDtv + aD t v f ) + i(Dtv + iDtv')(dv — av'), 

qui est une identité. 

Passons à l'égalité Va" = Av"+iDfA ; il suffit d'y remplacer les quantités 
V, v" , DtA par leurs expressions en A, B, C, p, q, r, ce qui donne 

{Ap + Bq + Cr)a" = A(a"p + b"q + c"r) + i{Br — Cq), 

et par conséquent encore une identité, en l'écrivant ainsi : 

q{Ba" - Ab" + iC) + r{Ca" - Ac" - iB) = 0. 

Enfin les équations iAD t c" = Cp + iD t Ca", iAD t b" = Bp + iD t Ba" des 
systèmes III et IV conduisent, par un calcul semblable, en se servant des 
expressions de Dtc" et Dtb" , aux mêmes égalités 

Ab" - Ba" = iC, Ac" - Ca" = -iB; 

elles se trouvent donc encore vérifiées ; or toutes les autres équations, dans 
les quatre systèmes, se démontreraient de même, ou se déduisent de celles 
que nous venons d'établir par un simple changement de lettres. 



XXII. 

J'applique maintenant ces résultats au cas où il n'y a point de forces 
accélératrices, et je pose à cet effet p = aa" , q = (3b" , r = 7c", v" = ô, ce 
qui donne d'abord 

A = a 2 a"D t a" + (3 2 b"D t b" + j 2 c"D t c" = (a-/3)(f3- 7) (7 - a)a"b"c". 



Ayant ensuite Dtp — a"Dtv" = «(7 — j3)b c , on voit que, en supprimant le 
facteur (7 — [3)b"c", l'équation 



AA = V(D t p - a"D t v") + iD t VD t a" 
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devient simplement 

Aa"(a -P){a-i) = Va+ iD t V. 

Dans les trois autres systèmes, les réductions sont encore plus faciles, et nous 
nous trouvons ainsi amenés aux relations suivantes : 

I. IL 

Aa"(a - l3)(a -j) = Va + iD t V, Va" = Aô + iD t A, 

Ab"(/3 - 7 )(/3 - a) = VP + iD t V, Vb" = Bô + iD t B, 

Ac"(-y - a) (7 - 0) = Vj + iD t V; Vc" = C5 + W t C; 

III. IV. 

iCa"(a - 7) = Bj + iD t B, iBa"((3 - a) = C(3 + iD t C, 

iAb"((3 -a) = Ca + iD t C, iCb"(>y - (3) = A7 + %D t A, 

Œd'in - /?) = A/3 + iD t A; iAc"(a - 7) = Ba + iD t B. 

La question est maintenant d'obtenir quatre fonctions A, B, C, V, qui 
vérifient à la fois ces douze équations. Nous ferons un premier pas vers 
notre but, par un changement d'inconnues, en posant 

a i n dnw snw 
A=- o, B = - b, C = c, V = —vnt>; 

k en lu kenuj cnw 

nous prendrons aussi la quantité u pour variable indépendante à la place de 
t; enfin, en employant les expressions de a", b" , c", on trouvera les trans- 
formées suivantes de nos équations : 





I. 






IL 




ik en u a = 


ia 
— 
n 


-Ait», 


ik en m D = 


i<5 
— a - 

n 


- Aa, 


ksnub = 


i(3 
— 

n 


-Ad, 


ksnuQ = 


n 


- Ab, 


i dn u c = 


'h 
— t) ■ 

n 

III. 


-Ad; 


i dn u D = 


iô 
— c - 

n 

IV. 


- Ac; 


ik en u b = 


i(3 
— c - 

n 


- Ac, 


i& en u c = 




-Ab, 


k sn u c = 


?7 
— a 
n 


- A a, 


/c sn u a = 


— c - 

n 


- Ac, 


i dn u a = 


ia, 
— b 
n 


- Ab; 


i dn u b = 


i/3 

— a - 
n 


- Aa. 
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Je ne m'arrêterai point aux calculs faciles qui donnent ces résultats, et 
je remarque immédiatement qu'il convient de les disposer dans ce nouvel 
ordre, à savoir : 



ik en u a = 


ta 
— 

n 


- Ait», 


ksnua = 


la 
— c - 

n 


- Ac, 


idnua = 


— b - 

n 


-Ab, 


ikenub = 


i(3 
— c - 

n 


- Ac, 


ksnub = 


i{3 
— 

n 


- A», 


idnub = 


i/3 
— a - 

n 


- A a, 


ik en u c = 


n 


- Ab, 


ksnuc = 


i"f 
— a 
n 


- Aa, 


idnuc = 


il 
— o - 

n 


- D u t>, 


ikenub = 


iS 

— a - 

n 


- A a, 


ksnuv = 


n 


- Ab, 


idnuV = 


iô 

— c - 
n 


- D u t. 



Par là se trouvent mises en évidence trois substitutions remarquables, qui 
correspondent aux multiplications des quatre fonctions par enn, sn-u, dn«, 
à savoir : 

a, b, c, o\ /a, b, c, tA /a, b, c, o 
d, c, b, ay ' \c, o, a, by ' \b, a, o, c 

elles ont la propriété caractéristique de laisser invariables les quantités du 
type (o — b)(c — 0), et, si on les applique deux fois, chacune d'elles donne la 
substitution identique. Représentons les quatre lettres a, b, c, V par X s pour 
les valeurs 0, 1, 2, 3 de l'indice, en convenant de prendre cet indice suivant le 
module 4 ; elles s'expriment comme il suit : 

X x \ ( X s \ ( X s 



^3-sJ \X2+sJ \X\-s 

Si l'on adopte un autre ordre, en supposant que Z s donne c, o, b, D 
pour s = 0, 1, 2, 3, on retrouvera encore, sauf un certain échange, les mêmes 
fonctions de l'indice, à savoir : 

Z s \ ( Z s \ ( Z s 
Z2+sJ ' \Z\-s) ' V-^3- 

C'est cette disposition qu'il convient de garder, et semblablement nous dé- 
signerons les constantes —, —, —, — par e s pour s = 0,1,2,3; cela étant, 
nous pouvons comprendre, dans ces trois seules équations, le système de nos 
douze relations : 

ikcnuZ s = e s Z 2+s - D U Z 2+S , 
(I) { ksnuZ s = e s Zi_ s - DuZx-s, 

idnuZ s = s s Z 3 _ s - D U Z 3 _ S . 
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Le résultat relatil aux quantités X s ne diffère de celui-ci qu'en ce que 
ik en u, ksnu, idnu se trouvent remplacés respectivement par i dn u, ik en u, 
ksnu; en désignant ^, ^, ^, % — par rj s pour s = 0,1,2,3, nous aurons, en 
effet, 

{ik en uX s = r] s X 3 _ s - D U X 3 _ S , 
ksnuX s = f] s X 2+s ~ D U X 2+S , 
idnuX s = ri s Xi- s - D u Xi_ s . 

Avant d'aller plus loin, je crois devoir montrer comment ces deux systèmes 
d'équations se ramènent l'un à l'autre, par un changement très-simple de la 
variable et des constantes. 

Je me fonderai, à cet effet, sur les formules de la transformation du 
premier ordre : 

/ ik'\ 1 / ik'\ iksnu ( ik!\ cnu 

en iku, — — = , sn iku, — — = — , dn iku, — — = , 

\ k / dnu \ k J dnu \ k / dnu 

ik' 
en les écrivant de la manière suivante, où j'ai fait, pour abréger, l = ——, 

K 

k cn(iku, l) = — dn(u — K + 2iK ), 

l sn(iku, l) = + cn(n - K + 2iK') , 

dn(iku, l) = - sn(n - K + 2iK'). 

Changeons, en effet, u en u — K + 2iK' , et désignons par Z' s ce que 
devient ainsi Z s ; les équations (I) donneront celles-ci : 



iklsii(iku,l)Z' s = e s Z' 2+s — D U Z' 2+S , 
— k f dn(iku,l)Z' s = £ S Z[_ S — D U Z[_ S , 
—ik'cn(iku,l)Z' s = e s Z' 3 _ s — D U Z' 3 _ S . 

Soit encore Z'J le résultat de la substitution de ^, au lieu de u, on trouvera, 
si l'on remarque que il = — -£-, 

lsn(u,l)Z'J= £ ^ +s -D u Z^ +s , 

idn(u,l)Z':=^Z';_ s -D u Z';_ s , 
ik 

il^(u,ï)Z" s = £ ^Z'i_ s -D u Z'i_ s , 

nous sommes donc ainsi ramenés aux équations (II), en y remplaçant les 
constantes rj s par ff, ce qui entraîne le changement de k en l. 
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Je vais montrer maintenant comment la théorie des fonctions elliptiques 
donne la solution de ces nouvelles équations auxquelles nous a conduit le 
problème de la rotation. 



XXIII. 



Je représenterai dans ce qui va suivre les fonctions ®(u), H(u), Hi(u), 

@i(u) par 6q(u), 9i(u), 02(u), 63(11), en adoptant une notation employée pour 

la première fois par Jacobi dans ses leçons à l'Université de Koenigsberg, et 

dont plusieurs auteurs ont depuis fait usage. L'une quelconque des quatre 

fonctions fondamentales sera ainsi désignée par 9 s (u), et je ferai de plus 

la convention que l'indice sera pris suivant le module 4, afin de pouvoir 

lui supposer une valeur entière quelconque. Cela posé, soit R s le résidu 

,, -, , , e s (u + a)e Xu v 

correspondant au pôle u = ik de la quantité , ou a et A sont 

$a(u) 

des constantes quelconques, et posons 

_. , , 6 s (u + a)e Xu 
®s(u) = Y, ~ a ( \ • 

Nous définissons ainsi un système de quatre fonctions comprenant comme 
cas particuliers snu, cnu, dnu, lorsqu'on suppose a = 0, A = 0, mais qui, en 
général, ne sont point doublement périodiques, et se reproduisent multipliées 
par des constantes, lorsqu'on change u en u + 2K et en u + 2iK' ( x ). On a 
en effet, en posant /x = e 2XK , fi' = e~~K + % , les relations suivantes : 



§ s {u + 2K) =/ u(-l)^ (s+1)< M^), 
$ s (u + 2iK') = v,'(-l)^ s -V<ï> s (u), 



et, en passant aux valeurs particulières de l'indice, les multiplicateurs seront 



Peut-être pourrait-on, afin d'abréger, convenir de désigner les quantités de cette na- 
ture sous le nom de fonctions doublement périodiques de seconde espèce, les fonctions 
périodiques de première espèce correspondant au cas où les multiplicateurs seraient égaux 
à l'unité. Enfin les quantités telles que 0(w), H(u), ..., les fonctions intermédiaires de 
MM. Briot et Bouquet, où les multiplicateurs sont des exponentielles, recevraient par 
analogie le nom de fonctions périodiques de troisième espèce. 
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indiqués comme il suit : 

$i(s), -/x, +//, 

^2(s), -M, -A«', 
$ 3 (s), +/i, -/z'. 

L'étude de leurs propriétés pourrait peut-être former un chapitre nou- 
veau dans la théorie des fonctions elliptiques, mais en ce moment je dois 
me borner à en tirer la solution que j'ai en vue du problème de la rotation. 
Je partirai de ce que les expressions $> s (u), ayant un seul pôle u = iK' à 
l'intérieur du rectangle des périodes et pour résidu correspondant l'unité, 
peuvent jouer le rôle d'éléments simples à l'égard des fonctions qui ont les 
mêmes multiplicateurs. Telles seront, par exemple, les quantités 

cnu$ s (a), sn«$ s («), dnu& s (u); 

si l'on remarque qu'en mettant 2 + s, 1 — s, 3 — s au lieu de s, le facteur 
(— 1)2 S ( S+1 ) se reproduit multiplié par — 1, — 1, +1, tandis que ( — 1)2 S ( S_1 ) 
est multiplié successivement par —1, +1, — 1, on reconnaît en effet qu'elles 
ont respectivement les multiplicateurs des fonctions 

$2+s(u), $l- a (lO, $3-s(h). 

Nous voyons aussi qu'elles n'admettent que le pôle u = iK' , dans le rec- 
tangle des périodes, de sorte que la décomposition en éléments simples s'ob- 
tiendra immédiatement au moyen de la partie principale des trois développe- 
ments 

cn(iK' + e)& 8 (iK' + e), sn(iK' + e)<ï> s (iK' + e), dn(iK' + e)$ a (iK' + e). 

Or on a, sans aucun terme constant dans les seconds membres, 

ik cn(iK + e) = - , k sn(iK + e) = - , i dn(iK' + e) = - , 

et par conséquent il suffit de calculer les deux premiers termes du développe- 
ment de l'autre facteur & s (iK' + e), c'est-à-dire le terme en -, et le terme 
constant. J'emploie à cet effet la relation, sur laquelle je reviendrai tout à 
l'heure, 

6 s {u + iK') = (T#i_ s («)e-^ (2u+iir) , 
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où a est égal à i pour s = 0, s = 1, et à l'unité, si l'on suppose s = 2, 
s = 3, de sorte qu'on peut faire a = — e~^^ s+ >^ s+ " s+ -*. On en conclut 
l'expression suivante : 

A désignant un facteur constant, et par suite ce développement, que je limite 
à ses deux premiers termes : 



^iK> + e)- M ^ a) 



*i(0) 



- + X + D a log0 1 _ s (a) 



Mais A doit être tel que le coefficient de - soit l'unité ; nous avons donc 
simplement 

$ s (iK' + £) = - + \ + D a log 9i_ a (o), 

et l'on voit que les parties principales des développements des fonctions 

iksn(iK' + e)<S> s {iK' + e), 
ksn(iK' + e)$ s (iK' + e), 
idn(iii" + e)^ s (î J fr / + e) 

se réduisent à cette seule et même expression dans les trois cas, à savoir : 

-^ + [\ + D a logd 1 - s (a)}-. 

La formule générale de décomposition en éléments simples nous donne 
en conséquence les relations suivantes : 

ifccn«$ s (n) = [A + Z> a log(9i_ s (a)]<£>2+s(u) - D u $ 2 +s(u), 
ksnu$ s (u) = [A + D a log(9i_ s (a)]$i- s (u) -D u $i_ s (u), 
idnu$ s (u) = [A + L> a log6>i_ s (a)]$ 3 - s (w) -L> u $ 3 - S (u); 

et l'on voit qu'on les identifiera aux équations (I), obtenues dans le para- 
graphe précédent, en disposant des indéterminées a et A de manière à avoir 

e s = A + Dalogd^sia). 

Reprenons, à cet effet, les égalités données, p. 37, § XV, 

A; 2 sna;cnu; smodnu! cnojdno; 

a — p = in , a — à = m , 7 — a = m , 

an uj cnu snw 
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en les écrivant d'abord de cette manière (voir p. 38) : 

ia &(u) _ i/3 ei(w) _ 17 H'(u) _ iô H[{u) 

n @(u>) n &i(u>) n H{uj) n Hi(uj) 

Rappelons ensuite que les constantes —, —, —, — ont été désignées par 
e s pour s = 0, 1, 2, 3, et elles prendront, en introduisant les quantités 9 s {uj), 
cette nouvelle forme 

£1 + Du log 6q(u) = £2 + Du log 8 3 (uj) 

= £0 + Dulogôi^uj) = £3 + D LU log6 2 (uj). 

Il en résulte que l'expression 

e s + D tJ logé'i_ s (w) 

reste la même pour toutes les valeurs de s ; par conséquent on satisfait 
immédiatement à la condition posée en faisant 

a = —v et \ = e s + D w log6i- S (to). 



XXIV. 

Les résultats que nous venons d'obtenir montrent encore par un nou- 
vel exemple combien la question de la rotation se trouve intimement liée 
à la théorie des fonctions elliptiques. C'est même à l'étude d'un problème 
de Mécanique qu'est due la considération de ces nouveaux éléments analy- 
tiques & s (u), très-voisins des fonctions (p(x,u), ipi(x,u), x^x-,^)-, Xi( x > w )> 
employées au commencement de ce travail pour intégrer l'équation de Lamé, 
mais qui en sont néanmoins distincts et offrent un ensemble de propriétés 
propres. Il est nécessaire, en effet, d'attribuer à la constante A quatre valeurs 
particulières pour en déduire ces dernières fonctions, et de là résultent, pour 
les multiplicateurs de chacune d'elles, des déterminations essentiellement 
différentes, tandis que la propriété essentielle qui réunit en un seul système 
les fonctions $ s (u), c'est d'avoir, sauf le signe, les mêmes multiplicateurs. Je 
me bornerai à leur égard à considérer, pour en donner l'intégrale complète, 
les équations différentielles auxquelles elles satisfont, équations linéaires et 
du second ordre comme celle de Lamé ; mais auparavant je dois d'abord mon- 
trer comment les formules de Jacobi résultent de l'expression à laquelle nous 
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venons de parvenir, Z s = N$ s (u), où N désigne une constante. J'emploie, 
à cet effet, la valeur de R s , qu'on obtient facilement sous la forme 



i tï a 



_ a6 l _ s {a)e-W+^' 

et où l'on doit faire a = —lu. En se rappelant la détermination du facteur a, 
et écrivant pour un moment 







O — n 






*i(o) 


) 


nous obtenons ainsi 








i?o = — i£l9i(uj), 


Ri 


= iQ9o(uj), i?2 = 


Q9 3 (u), 


Or on a 








A-, i Z U 


B = 


, dn ^ 2 , c-- 


snw 
Zq 



kcnu) kcnuj cnw 



r 3 = ne 2 (Lo) 



V = —inZz; 



de là résultent, si l'on remplace N par ÇIN et les quantités 9 S par G, H , . . . 
les valeurs suivantes : 

iN H(u - to)e Xu _ N H(u - ui)e Xu 



D 
C 



kcnuj i@(ui)@(u) 4k~k' H 1 (co)e(u) 

ànuN Hi(u-uj)e Xu _ N H^u - co)e Xu 
knw 0i(o;)G(u) ~ Tfc #i(w)G(u) ' 
snujN&(u-u)e Xu N Q(u-uj)e Xu 

cnw iH(uj)Q(u) ~~ ~^/V Œi{lo)Q(u)' 
.Qi(u-oj)e Xu 



V = -inN- 



#i(w)e(u) 



Je ne m'arrête pas à la détermination de la constante N, qui s'obtient comme 
on l'a déjà vu au § XIV, p. 32 ; elle a pour valeur H'(0)e lIy , et nous retrouvons 
bien, sauf le changement de A en iX, les résultats qu'il fallait obtenir. 

Je reviens encore un moment sur la désignation par 9 s (u) des quatre 
fonctions fondamentales de Jacobi, afin de la rapprocher de la notation qui 
résulte de la définition même de ces fonctions, par la série 
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Supposant fi et u égaux à zéro ou à l'unité, on a donc en même temps 

@(u) = e (u) = e ,i(u), 

H(u) = 0!(u) = d ltl (u), 

h^u) = e 2 (u) = e 0A (u), 

0i (u) = d 3 (u) = d ,o(u); 

et, en premier lieu, je remarquerai que le système des quatre équations fon- 
damentales 

@(u + iK') = Œ{u)e-fk^+tK>)^ 

H{u + iK') = iQ(u)e-^ 2u+iK '\ 
H^u + iK') = 9i(n)e-^( 2u+ ^'), 
8i(« + iK') = H l {u)e-fki 2u + iK ') 

peut être remplacé par la relation unique dont j'ai déjà fait usage, à savoir 

9 s {u + iK') = aei. s {u)e-fk( 2u + iK '). 

On doit y joindre les suivantes : 

6 s {u + K) = a' 6 3 _ s ( U )e-^ 2u+Œ '\ 
9 s {u + K + iK') = a"6 2+s {u)e-^ {2u+lK '\ 

les facteurs a, a' , a" ayant pour valeurs 

a = _ e -f («+l)(»+2)(2«+l) j a ' = e fs(s 2 -l)^ a " = e -f 8(8-1). 

puis celles-ci : 

9 s {u + 2K)= (-f)H s+1 )0 s (u), 
6 s (u + 2iK') = -(-l)^ s -^ô s ( u )e-K( u + iK 'l 

Je remarquerai enfin qu'en passant du système de deux indices à un 
indice unique on est amené à exprimer, d'une manière générale, s au moyen 
de n et v. Si nous avons égard à la convention admise que s est pris suivant 
le module 4, on trouve aisément l'expression 

s = — 1 — fl + 1/ + 2jJLV. 
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Cela étant, soit de même 

s = — I — /j, + v + 2\x v , 

et désignons par S la quantité relative aux sommes /j, + // et 1/ + i/. Les 
admirables travaux de M. Weierstrass ayant montré de quelle importance 
est, pour la théorie des fonctions abéliennes, l'addition des indices dans les 
fonctions 6 à n variables, où entrent 2n quantités analogues à /j, et v, on 
est amené, dans le cas le plus simple des fonctions elliptiques, à chercher 
l'expression de S" en s et s'. M. Lipschitz m'a communiqué la solution de 
cette question par la formule élégante 

S = — 1 — s — s' — 2ss' (mod 4), 

et voici comment l'éminent géomètre la démontre. Écrivons l'égalité pré- 
cédemment donnée : 2s = — 1 — fi + v + 2[xv sous cette forme 

2s + l = (2/x+l)(2i/-l) (mod 8), 

et remarquons qu'on peut poser, \i et v étant zéro ou l'unité, 

2^+1 = 3^, 2v-\ = -7 v (mod 8). 

On en conclura 

2s+l = -Tr (mod 8); 

or les relations analogues 

2s' + 1 = -3^V, 2S + 1 = -T +tÀ ' 7 U+U ' (mod 8) 
donneront immédiatement : 

2S+1 = -(2s + l)(2s' + l) (mod 8), 
et l'on en conclut l'équation qu'il s'agissait d'obtenir. 



XXV. 

Nous avons vu que le système des quatre fonctions représentées, en fai- 
sant s = 0,1, 2, 3, par l'expression 

_ . , e s (u + a)e Xu 
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où a et A sont des constantes quelconques et R s le résidu correspondant au 

(u+a)e 

0o H 



pôle u = iK' de ^ , a '{ — , conduit aux équations différentielles suivantes 



(§ XXIII, p. 64) : 

ifccna$ s (u) = [A + D a \og6 1 _ s (a)}$ 2 + s (u) - D u $ 2+S (u), 
ksnu$ s (u) = [A + D a log6»i_ s (a)]$i_ s (n) -D u $i_ a (u), 
idnu$ s (u) = [A + ^ a log6»i_ s (a)]$ 3 _ s (n) - D u $ 3 _ s (u). 

Ces relations me paraissent appeler l'attention, comme donnant d'elles- 
mêmes des équations linéaires du second ordre, dont la solution complète 
s'obtient, ainsi que celle de Lamé, dans le cas de n = 1, par des fonc- 
tions doublement périodiques de seconde espèce, ayant la demi-période iK' 
pour infini simple. Pour y parvenir facilement, il convient de représenter les 
quantités ik en u, ksnu, idnu par Ui, U 2 , U 3 , de manière à avoir sous forme 
entièrement symétrique : 

D U U! = -U 2 U 3 , D U U 2 = -UtUn, D U U 3 = -U X U 2 . 

Cela étant, si nous changeons successivement s en 2 + s, 1 — s, 3 — s, on 
obtiendra, en écrivant, pour abréger, <ï> s au lieu de & s (u) et e s pour A + 
-D a logéq_ s (a), ces trois groupes de deux équations, à savoir : 

= £ s $2+s ~ D u $ 2+S , 
-- £ 2+s $ s - D u $ s , 

-- e s $i_ s - A^i-s, 
= £1-5^5 - D u $ a , 

~- £ s $ 3 _ s - D u $ 3 _ s , 

-- £ 3 - s $ s - DJè 8 . 
L'élimination successive des quantités & 2 + s , &i-s, ^3-s donne ensuite 
Dl$ 3 - (s 3 + e 2+s + D u \ogU{)DJ& 8 




(I) 
(II) 

(III) 



+ {e s e 2+s + e 2+s D u \og Ut - E/?)$ s = 0, 
Dl$s - (e, + ei_ s + D u \ogU 2 )D u $ s 

+ (e s £i_ s + £i- s D u log U 2 - E/f )$ s = 0, 
D 2 U $ S - {e s + £ 3 _ s + D u logU 3 )D u ® s 

+ (£ S £ 3 - S + £ 3 - s D u \og U 3 - Ui)$ s = 0. 
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Nous avons donc trois équations du second ordre dont une solution par- 
ticulière est la fonction <£> s (u) ; voici comment on parvient à les intégrer 
complètement. 

Faisons successivement dans (I), (II) et (III) 

$ s = Xief (£s+£2 + s) , 

$ s = X 3 etfe+ £3 -»); 

on aura pour transformées : 

D\X X - D u log U 1 D u X l - (ôj + 5 l D u log U x + Uf)X 1 = 0, 
D 2 U X 2 - D u log U 2 D U X 2 - (ô 2 2 + Ô 2 D U log U 2 + U%)X 2 = 0, 
D 2 U X 3 - D u log U 3 D U X 3 - (ôl + Ô 3 D U log U 3 + Ul)X 3 = 0, 

en posant, pour abréger l'écriture, 

&i = 2 {ts — £2+s), 8 2 = ^(e s — £l- s ), S 3 = 2 {ts — £3-s)- 

Je remarque maintenant que ces équations ne changent pas si, en rem- 
plaçant dans la première, la deuxième et la troisième, s par 2 + s, 1 — s et 
3 — s, on écrit dans toutes en même temps — u au lieu de u. Par conséquent, 
on peut, d'une solution, en tirer une autre : la première, par exemple, qui 
est vérifiée en prenant 

Xi = $ s (n)e-f ( £s+£2 + s ), 

le sera encore si l'on fait 

X t = $ 2+s (-u)e + t( £ *+ £ ^). 

En employant les formules 

e s = A + D a log9i- s (a), e 2+s = A + D a \og8 3 - s (a), 

et mettant pour abréger 9 S au lieu de 9 s (a), on en conclut pour l'intégrale 
générale 

C6 s {u + a) ^ Da i og9l _ s e 3 _ s C'02+s(u -a) | Ja i OROl _ a 3 _, 
1 0o(«) 0o(«) 

Les solutions des deux autres équations seront semblablement 

_ Cfl^tt + q) -|£> tt i OK o.o 1 _. Cgi-,(u-o) ij^t^., 
2 " *„(«) 6 + W C 

_ C0s(n + a) u DaloRdBd2+s C%- a {u-a) s Da]of , ga02+a 

3 " *„(«) W 
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XXVI. 

Les relations qui nous ont servi de point de départ donnent lieu à d'autres 
combinaisons dont se tirent de nouvelles équations du second ordre analogues 
aux précédentes, et qu'il est important de former. On a, par exemple, comme 
on le voit facilement, 

Ui{c s $i- S - £> u $i_ s ) = U 2 (e s $ 2+S ~ D u $ 2+S ), 

et l'on en conclut, en changeant s en 1 — s, 

Ul(ci- S $ s - D u $ s ) = U 2 {£l- s $3-s ~ D u $ 3 _ s ). 

Joignons à cette équation la suivante : 

U 3 $3- s = £ 3 -s$s - D u $ s , 

et l'on trouvera, par l'élimination de $3- s , 

Dl$ a - (ei_ s + £ 3 - s + D u logU 2 U 3 )D u $ s 

+ (ei_ s e 3 _ s + £\- s D u log U 2 + e 3 - s D u log U 3 )$ s = 0. 

De simples changements de lettres donneront ensuite 

Dl$ a - (£ 3 -s + £2+ s + D u logUiU 3 )D u ^ s 

+ (e 3 - s £ 2+s + e 3 - s D u log U 3 + e 2+s D u log £/i)$ s = 0, 
D 2 U $ S - (ei_ s + e 2+s + D v \ogU 1 U 2 )DJè a 

+ (ei- s £ 2+s + £\- s D u log U 2 + e 2+s D u log Ui)$ s = 0. 

Cela posé, je fais dans la première, la deuxième et la troisième de ces 
équations, les substitutions 

$ s = Y 1 e*( ei — +ea —\ 

$ s = y 2e f(£3- s +£2+ s ) ) 
$ s = y 3e f ( £ i-»+ £ 2+ s )_ 

J'écris aussi, pour abréger, 

#1 = 2 ( £ l-s - £3-s), Ô 2 = 2(£ 2 +s - £3-s), Ô 3 = 2( £ 2+s ~ £l-s)': 
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les transformées qui en résultent, savoir : 

DlY x - D u logU 2 U 3 D u Y 1 - U 2 - ô[D u \og^) )) = 0. 

■»2v_ ri i„„ tt. Tj_ n v_ I jv'2 (•/ r-> i 1 



D 2 U Y 2 - D u log U X U Z D U Y 2 - U' 2 - Ô' 2 D U log ^ 1 F 2 = 0, 
L>2y 3 _ ^ io g U X U 2 D U Y Z - (ô'i - ô' 3 D u log ^) Y 3 = 0, 

se reproduisent comme les équations en X, lorsqu'on change s en 2 + s, 
1 — s, 3 — s et u en — n, les quantités (5 et 5', ainsi que les dérivées lo- 
garithmiques, changeant de signe. On en conclut immédiatement pour les 
intégrales complètes les formules 

C0 8 (m + q) g Da l OR 0.0 2+a C"fl2+s(u-a) fi3 logM2+s 

1 O («) 6>o(«) 

Çg 8 (M + q) |D a i og 9 2+3 g 3 _ s C^i-^u- a) ^ Dalog g 2+a g 3 _ s 

2 0o(«) 6>o(«) ' " 

= Cg 8 (u + a) fgo i og 9 s g 3 _ s C"fl 3 - a (tt-a) g Da i og e s e 3 _ 5 

3 O («) 6» («) 

Ce sont donc les mêmes quotients des fonctions 6 qui figurent dans les 
valeurs de X\ et Y\, X 2 et Y 2 , X% et Y3, les exponentielles qui multiplient 
ces quotients étant seules différentes. Cette circonstance fait présumer l'exis- 
tence d'équations linéaires du second ordre plus générales, dont la solution 
s'obtiendrait en remplaçant, dans les expressions CA + C'B des quantités 
X et Y, les fonctions déterminées A et B par Ae pu et Be~ pu , où p est une 
constante quelconque ; voici comment on les obtient. 



XXVII. 



Considérons en général une équation linéaire du second ordre à laquelle 
nous donnerons la forme suivante : 

PX" - P'X' + QX = 0, 

où P et Q sont des fonctions quelconques de la variable u, et dont l'intégrale 
soit 

X = CA + C'B. 
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Je dis que, si l'on connaît le produit de deux solutions particulières, et 
qu'on fasse en conséquence 

AB = R, 

nous pourrons obtenir l'équation qui aurait pour solution l'expression plus 
générale 

X = CAe pu + C'Be- pu . 

J'observe à cet effet que, le résultat de l'élimination des constantes C et C 

étant 

X A B 

X' Ap + A' -Bp + B' =0, 

X" Ap 2 + 2A'p + A" Bp 2 -2B'p + B" 

le développement du déterminant donne pour l'équation cherchée 

<px" - y 3? + ÙX = 0, 

les nouvelles fonctions ^3 et £2 ayant pour expressions 

<P = AB' - BA' - 2ABp, 

jQ = A'B" - B'A" + (AB" - 4A'B' + BA")p - 3(AB' - BA')p 2 + 2ABp 3 . 

Or on a, quelles que soient les solutions particulières A et B, la relation 

AB' - BA' = Pg, 

en désignant par g une constante dont voici la détermination. 

Donnons à la variable une valeur u = uq qui annule B dans cette équation 
et la suivante : 

AB' + BA' = R', 

et soient Po et ^o ^ es va l eurs ci ue prennent P et R ; on trouvera immédiate- 
ment la condition 

Po9 = R'o- 

La constante g étant ainsi connue, nous avons déjà la formule 

<P = Pg - 2Rp. 
Pour obtenir £}, je remarque d'abord qu'on peut écrire 

A , B „ _ B , A „ = P'B'-QB A , P>A>- QA B , = ^ 
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puis semblablement 

AB » + Br _ P'B'-QB A fM-QA _ PB-7QR 

P P P 

nous avons d'ailleurs 

AB" + 2A'B' + BA" = R" , 
par conséquent 

AS" - 4A'B' + -BA" = — , 

et l'on en conclut la valeur cherchée : 

„ ^ 2PR" - 3P'R' + QQR „ 2 ~ 

û = g 5 ^ — p - 3P 5 p 2 + 2 V- 

Ce point établi, j'envisage, dans les équations différentielles en X\, X 2 , 
X 3 , les expressions du produit AB, que je désignerai successivement par 
Ri(u), R2(u), R 3 (u), en faisant 

D $' 1 2 (0)e s { U + a)e 2+s (u-a) 



R2(U) 

R 3 (u) 



6>g(u)0i_ a (a)0 3 -.(a) ' 
6?(0)6 8 (u + a)6i- 8 {u-a) 
e%(u)6 a (a)ei-,(a) 

6?(0)6 a (u + a)6 3 - 8 {u-a) 
dl{u)d l - s {a)d 2+s {a) 



Les formules élémentaires concernant les fonctions donneraient ces 
quantités pour chaque valeur de s, mais j'y parviendrai par une autre voie 
en conservant l'indice variable. Et d'abord, au moyen des relations 

s {u + 2K) = (-l)^0 a (u), 

(s + l)(s + 2) i„ 1 . . r ,,s 

9 s (u + 2iK') = (-1) ( 2 } e s {u)e-^ u+lK \ 



on obtient 



Ri(u + 2K) = -Ri(u), Ri{u + 2iK') = -Ri(u), 

R 2 (u + 2K) = -R 2 (u), R 2 (u + 2iK") = +R 2 (u), 

R 3 (u + 2K) = +R 3 (u), R 3 (u + 2iK') = -R 3 (u). 
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Les fonctions R\(u), R2(u), R 3 (u) possèdent ainsi la même périodicité que 
cnu, snu, dnu, par conséquent les quantités proportionnelles U\, U 2 , U 3 , 
ayant le seul pôle u = iK' à l'intérieur du rectangle des périodes 2K, 2iK', 
et pour résidu correspondant l'unité, peuvent servir, à leur égard, d'éléments 
simples. Employons maintenant l'équation 

6 s (u + iK') = ae l - s iu)e-fk^ u + iK '), 

où j'ai posé 



a 



_ e - i f(s+l)(s+2)(2s+l)^ 



et désignons par a±, a 2 , 0-3 ce que devient a, et, changeant s en 2 + s, 1 — s, 
3 — s, nous trouverons ( x ) : 

R\[iK + e) —- -oo\ -2- 



R 2 (iK' + e) = -ao 2 
R 3 (iK' + e) = —aa 3 



6{(é)6 X - s (o)6 3 - s (o) 

e[ 2 (0)e 1 - s (a + £)6 s (-a + £) 

6 2 (£)6 1 - s (a)6 s (a) 
6' 2 (0)6 1 . s (a + 6)6 2+s (-a + 8) 

el(£)e 1 - 8 (a)e 2 +s(a) 



Cela étant, comme on peut introduire à volonté un facteur constant dans la 
fonction R, je prends, au lieu des expressions précédentes, celles-ci, qui en 
diffèrent seulement par le signe ou le facteur ±i, savoir : 

R (4K , , A 6' 2 (0)9 1 . s (a + s)6 3 . s (a-e) 

Rl{lK + £) = -2" 



R 2 (iK' + e) 



R 3 (iK' + e) 



?2( £ )£ 1 _ s (a)# 3 - s (a) 
6[ 2 (0)6 1 . s (a + 8)e s (a-s) 

6 2 (£)6 1 - s (a)6 s (a) 
6^(0)6^(0 + e)6 2+s (a -e) 



6 2 (£)6 1 - s (a)6 2+s (a) 
Développant donc suivant les puissances de e et faisant usage des quantités 



On démontre facilement qu'on a 



s(s-l) 
00\ — — (— \)i 2 , CTCT2 = 1, CT(T3 = —t. 
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S, précédemment introduites, qui donnent : 



*i- 


-s(a) 


Bi- 


-s(o) 


01 


-s( a ) 


0i- 


-s(°) 


*i- 


-a(o) 


0i- 


-s(°) 



*U(«) 


03- a (a) 


^(a) 


0,(a) 


#2 + s(«) 



^2+s(a) 



2ôi, 
2Ô 2 , 
2<5 3 , 



nous obtenons, pour les parties principales, les quantités 



1 2<Ji 

+ ■ 

£ 



1 2fc 

I 

£ 



9 ' 3 9 ' 5 9 

£ z £ £ z £ £ z 



1 25s 

£ 



et l'on en conclut les valeurs suivantes, qu'il s'agissait d'obtenir : 

R 1 (u) = 25 1 U 1 -DJJ 1 , 

R 2 (u) = 2Ô 2 U 2 - D U U 2 , 
R 3 {u) = 2Ô 3 U 3 - D U U 3 . 

Ces résultats nous permettent de former les fonctions ^3 et Ù ; mais 
pour la deuxième, le calcul est un peu long, et je me bornerai à en retenir 
cette conclusion, que dans les trois cas on parvient, en désignant par U 
une quantité qui soit successivement Ui, U 2 , U3, à des expressions de cette 
forme : 



a 



aU + a'D u U, 

(3U + (3'D U U + I3"D 2 U U, 



où les coefficients a et (3 sont des constantes. Leur complication tient à ce 
qu'ils sont exprimés au moyen des quantités a et p qui figurent explicitement 
dans l'intégrale, et nous allons voir comment l'introduction d'autres éléments 
conduit à des valeurs beaucoup plus simples. 



XXVIII. 



Soient U et U± deux fonctions doublement périodiques de seconde espèce 
ayant chacune un pôle unique u = 0, et représentées par les formules 



U 



H(u + a)e 
H{u) 



Ui 



H(u + p)e 
H{u) 
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je me propose de former en général l'équation du second ordre, admettant 
pour intégrale l'expression 







X 


= CU + C'Ui, 


qui est 








X U 


E/~i 






X' U' 


u[ 


= <px" - y'x' + ÙX = 0, 




X" U" 


u» 




en posant 






9 


2= UU[ 


- UiU', Ù = u'u" - u[u" 



Nommons pour un moment fi et // les multiplicateurs de A, v et v' 
ceux de B ; on voit d'abord que les coefficients *$ et £2 sont des fonctions 
de seconde espèce aux multiplicateurs fiv et //V, ayant de même pour seul 
pôle u = 0, qui est un infini double pour *p et un infini triple pour Ù- 
L'équation ty = n'admet ainsi à l'intérieur du rectangle des périodes que 
deux racines, u = a et u = b, et, en décomposant en éléments simples les 
fonctions de première espèce, 4et S, on aura les expressions suivantes : 






ff'(«- 



H(u - a) 
PH'(u - a] 



H(u 



+ 



+ 



m 



H'( 



H(u - b) 
QH'(u - b) 
H(u - b) 



+ 



H{u) 

RH'(u] 

H(u) 



+ A, 



+ S, 



où P, Q, . . . sont des constantes assujetties à la condition P + Q + R = 0. 

Les quantités a et b, que nous venons d'introduire, représentent donc, 
à l'égard de l'équation différentielle, des points que M. Weierstrass nomme 
à apparence singulière, u = étant seul un point singulier. Ce sont les 
véritables éléments qu'il convient d'employer comme appropriés à la forma- 
tion de l'équation différentielle, au lieu des constantes a, f3, p, q qui entrent 
dans les fonctions A et B. Je me fonderai, à cet effet, sur le femme suivant, 
qui donnera, par un calcul facile, la détermination des coefficients P, Q, .... 

Considérons l'équation différentielle 

y" ~ f(u)y' + g(u)y = 0, 

où les fonctions uniformes f(u), g(u) admettent seulement des infinis simples 
qui soient, d'une part, u = et, de l'autre, u = a,b,c, .... Posons d'abord, 
en développant suivant les puissances croissantes de e, 

G 



m 



+ F + .. 



7(<0 



+ 
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et en second lieu, pour les diverses quantités a, b, c, . . . , 

f(a + e) = - £ + f a + • • ■ , g(a + e) = j + g\ + ... . 

Si l'on a, d'une part, 

F + G = 0, 

puis, pour toutes les quantités a, b, c, . . . , 

dl = 9a(fa ~9a), 

l'intégrale de l'équation proposée sera une fonction uniforme ayant pour seul 
point singulier u = 0, et, dans le domaine de ce point, les intégrales nommées 
fondamentales par M. Fuchs seront de la forme ipi(u) et - + (f2(u), où 
<Pi(u) et ip2(u) représentent des séries qui procèdent suivant les puissances 
ascendantes entières et positives de la variable. 



XXIX. 

Ce sont ces belles et importantes découvertes de M. Fuchs dans la théorie 
générale des équations différentielles linéaires qui permettent ainsi d'obte- 
nir les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'intégrale complète 
de l'équation considérée soit une fonction uniforme de la variable. Il n'est 
pas inutile, à l'égard de ces conditions, de remarquer qu'elles se conservent, 
comme on le vérifie aisément, dans les transformées auxquelles conduit la 
substitution y = ze~ ax , à savoir 

z" - [2a + f{u)} z + [a 2 + af(u) + g(u)] z = 0. 

J'observe encore que l'on peut supposer doublement périodiques les fonctions 
f(u) et g(u), en convenant que les quantités u = 0, u = a, u = b, . . . , au 
lieu de représenter tous leurs pôles, désigneront seulement ceux de ces pôles 
qui sont à l'intérieur du rectangle des périodes. Soit donc, en nous plaçant 
dans ce cas, 

/(«) = ^ 9{u) = ^, 

ou bien, d'après la remarque qui vient d'être faite, 

f(u) = 2a+ = —, g(u) = a + a— + — , 
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a étant une constante arbitraire. Je disposerai de cette constante de sorte 
qu'on ait 

_ H'{u-a) H'{u-b) _ H'(u) 6» 9'(6) 
J{ ' H(u-a) H(u-b) tf (u) + 6(a) 9(6) ' 

et par conséquent, d'après les formules connues, 

,. . sna sn6 

f( u ) = ? T + 



sn usn(u — a) sn usn(«- b) 
Cela étant, il est clair qu'on peut écrire, avec trois indéterminées A, B, C, 

A sn a Bsnb 

9W = -, r + -, 7T + C, 

sn u sn(n — a) snu sn(u — b) 

et nous tirerons sur-le-champ de ces expressions les valeurs suivantes : 

en a dn a en b dn b 



sna sn 6 
G= -A- B, 

en a dn a sn 6 

/ a = I 7 T\~ j 

sna snasn(a — b) 

9a = A, 

i Acnadna Bsnb „ 

9a = + 7 7T + C. 

sna snasn(a — b) 



Or la condition 
conduit à 



a — 9a\Ja 9a) 

A 2 - C = 0; 



snb(A-Bj 2 



snasn(a — 6) 
le second pôle u = b donne semblablement 

Sna{B - A \-B 2 -C = 0, 
sn6sn(6 — a) 

et l'on conclut enfin de l'équation F + G = 

en a dn a en b dn b „ 

+ ;— + A + B = 0. 

sna sn b 

Je remarque immédiatement que cette dernière relation n'est point dis- 
tincte des deux autres et qu'elle en résulte en les retranchant membre à 
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membre et divisant par A — B. En l'employant avec la première, nous trou- 
vons, par l'élimination de B, 



ou encore 



A 1 -2A 



A 



snb 



sn 2 a — sn 2 b 



snasn(a — b) sn 2 asn 2 (a — b) 



+ C = 0, 



sn6 



snasn(a — b) 
Remplaçant désormais C par 



sn 2 (a — b) 



+ C = 0. 



1 



et par conséquent 



A 



B 



sn 2 (a — b) 

snb 

snosn(o — b) 

sna 



— C 2 , on voit qu'on aura 
+ C, 

-C. 



snfesn(fe — c 

Telles sont donc, exprimées au moyen de la nouvelle indéterminée C, 
les valeurs très-simples des constantes A et B pour lesquelles, d'après les 
principes de M. Fuchs, l'intégrale complète de l'équation 



y 



sna 



+ 



snwsn(u — a] 

A sna 
sn«sn(u — a] 



+ 



+ 



sn6 



snitsn(u — b) 
Bsnb 



y 



+ 



snusn(u — b) sn 2 (a — b) 



C 2 



y = o 



est une fonction uniforme de la variable avec le seul pôle u = 0. 

Nous sommes assurés de plus, par une proposition générale de M. Picard 
(Comptes rendus du 21 juillet 1879, p. 140, et du 19 janvier 1880, p. 128), que 
cette intégrale s'exprime dès lors par deux fonctions doublement périodiques 
de seconde espèce. Si donc on restitue, en faisant la substitution y = ze ax , 
une constante arbitraire dont il a été disposé pour simplifier les calculs, il 
est certain que la nouvelle équation différentielle contiendra, comme cas par- 
ticuliers, toutes celles dont il a été précédemment question. C'est, en effet, 
ce que je ferai bientôt voir ; mais je veux auparavant obtenir une confirma- 
tion de l'important théorème du jeune géomètre en effectuant directement 
l'intégration de cette équation et donner ainsi, avant d'aborder des cas plus 
généraux, un nouvel exemple du procédé déjà employé pour l'équation de 
Lamé dans le cas le plus simple de n = 1. 
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XXX. 

Considérons la fonction doublement périodique de seconde espèce la plus 
générale, admettant pour seul pôle u = 0, à savoir 

ff'(0)8(u + aO [ A -e^] w 

et proposons- nous de déterminer a; et A de telle sorte qu'elle soit une solution 
de l'équation proposée. Soit, à cet effet, 3>(u) le résultat de la substitution 
de f(u) dans son premier membre. Les coefficients de l'équation ayant pour 
périodes 2K et 2iK' , on voit que cette quantité est une fonction de se- 
conde espèce, ayant les mêmes multiplicateurs que f(u), qui pourra, par 
conséquent, remplir à son égard le rôle d'élément simple. On voit aussi que 
les pôles de <£>(«) sont u = a, u = b, u = 0, les deux premiers représentant 
des infinis simples et le troisième un infini triple. Nous aurons donc 

$(«) = »/(« - a) + »/(« - b) + €f(u) + £'f'(u) + £"f"(u), 

et la condition <£>(u) = entraîne ces cinq équations 

21 = 0, 55 = 0, t = 0, £' = 0, £" = 0, 

qu'il est aisé de former, comme on va voir. 

Nous avons pour cela à décomposer en éléments simples les produits de 
f(u) et f'(u) par deux quantités de la même forme sn(w- 1 ' c ' es t-à-dire à 
chercher les parties principales des développements de ces produits, d'abord 
suivant les puissances de u, puis, en posant u = p + e, suivant les puissances 
de £. Or il résulte de l'expression de f{u) qu'on a 

/(u) = X (iK' + u)e Xu , 

x(u) désignant la fonction considérée au § V, p. 12, et par conséquent 



/(«) 



1 1 /,, 9 1 + fc 



, fc z sn^ u; — — ' ) u + . . . 

u 2 \ 

1 ■ • » •*• ' \2 7.2 2 . J- + K 



e A« 



+ A + - I A - fc sn z cj H ) u + . . . . 

u 2 
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On trouve ensuite 

snp 1 cnpdnp / 1 1 + k 2 



snusn(n- p) u snp \sn 2 p 2 

et sans nouveau calcul, en remplaçant u par —s, 



u+ ... 



snp 1 cnpdnp / 1 1 + fc 2 " 

+ —s ~ — )£ + .... 



sn(p + e)sne e snp \sn 2 p 2 

Ces développements nous donnent les formules 

snp . / cnpdnp 



snitsn(-u — p) 



/(u) = /(p)/(« - p) - f A + c ^P^l\ /(u ) + //(„), 

\ snp / 



:f'(u) = f'(p)f(u-p) 



snusn(u — p)' 

1 ( \2 ,2 2 2 , 1 , ;2^ ,/ x cnpdnp 1 

- - A -k sn uj =- + 1 + k ) /(«) / (u + -/ (u), 

2 \ smp / snp 2 

et l'on en conclut, en faisant successivement p = a, p = b, les expressions 
cherchées 

% = Af(a)-f'(a), 

B = B/(6) -/'(&), 

,, , / cnadnaA „ / cn6dn6\ ^ 9 
€ = A 2 - A A + - B A + — - C 2 + 



sna ) \ snb ) sn 2 (a — b) 



+ k 2 sn 2 u = 5- + 1 + fc 2 , 

sm a sm o 

. , „ cnadna cnbdnb 

<t' = A + B+ + — , 

sn a sn o 

C" = 0. 



Ces résultats obtenus, nous observons d'abord que (£' s'évanouit, d'après 
une des relations trouvées entre A et B ; j'ajoute que l'équation <£ = 
est une conséquence des deux premières; par conséquent, les cinq condi- 
tions se réduisent, comme il est nécessaire, à deux seulement qui serviront 
à déterminer uj et A. Nous recourrons, pour l'établir, à la transformation 
suivante de la valeur de £. Soit, pour abréger l'écriture, 

, , „ cn6dn6\ / cnadna 

G = [ X-C + — A + C + 



snfe / \ sna 

il=lA-C + Cnbdnb )(B + C + CUaih,< ' 



snb l V sna 
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on a identiquement 



£ = G - H + (A - C)(B + C) - k z sn z uj + 



et plus simplement déjà 



€ = G - H - k 2 sn 2 



w 



sn 2 (a — 6) sn 2 a sn 2 6 



+ i + r 



+ 1 + k À 



sn 2 a sn 2 . 



les valeurs de A et 5 que je rappelle, 
snfc 



A 



snasn(a — b) 



+ C, 



D 



sna 



donnant 



(A-C)(B + C) 



snbsn(b — a) 
1 



C, 



sn 2 (a — b) 



Nous obtenons ensuite, en faisant usage de ces expressions, 



// 



snasn(a-b) 
1 



+ 



en b dn b 



+ 



snfa 
1 



+ 



en a dn a 



snbsn(b— a) ' sna 
sn 6 en a dn a sn a en b dn 6 



sn 2 (a— 6) sn(a— b) V sn 2 a 

On a d'ailleurs 

1 / sn b en a dn a sn a en 6 dn 6 



1 2 



+ 



en a dn a en b dn b 
sn a sn b 



sn(a — b) \ sn 2 a sn 2 b 

' sn a en b dn 6 + sn b en a dn a \ / sn 3 fe en a dn a — sn 3 a en 6 dn b 



sn 2 a — sn 2 b 
sn 2 a + sn 2 b en a dn a en b dn 6 



sn 2 asn 2 b 



sn 2 a sn 2 b sn a sn 6 

et la valeur de H qui en résulte, à savoir 

H 



+ i + r 



î 



sn 2 (a — b) sn 2 a sn 2 b 
donne cette nouvelle réduction : 



+ l + fc' 



£ = G - k l sn 2 w + 



sn 2 (a — b) 



C'est maintenant qu'il est nécessaire d'introduire les conditions 21 = 0, 
23 = 0, c'est-à-dire 

/» f'(b) 



A 



/(«)' 



B 



/(&)' 
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Or, au moyen des valeurs de A, de B et de l'expression 
f'(x) G'(x + uj) H'(x) 8'(w) 



f(x) @(x + lu) H(x) @(u) 



+ A 



-k snxsnwsn(x + w) 



en x dn x 



+ A, 



snx 



on en tire 

X-C 

X + C 



snb 



snasn(a — b) sna 

sn a en b dn 6 

+ 



cnadna 2 

-! h k sn a sn a; sn(a + w) 



+ k sn b sn lu sn(b + uj) . 



sn6sn(6 — a) sn6 

Cela étant, une réduction qui se présente facilement donne 



X-C + 



X + C + 



en b dn b 

snb 
en a dn a 



sna 



sn6sn(a — b) 



snb 



sna snasn(fe — a] 

et nous pouvons écrire en conséquence 

sna 



+ k sn a sn u> sn(a + u) 



+ k sn b sn co sn(b + lu) , 



G 



sn6sn(a — b) 



+ k snasnwsn(a + w) 



sn6 



snasn(6 — a) 



+ k sn b sn lu sn(b + lo) 



Je considérerai cette expression comme une fonction doublement périodi- 
que de u, ayant pour infinis simples uj = iK' — a, lu = iK' — b et pour 
infini double lu = iK'. Elle présente cette circonstance que les résidus qui 
correspondent aux infinis simples sont nuls. En effet, des deux facteurs dont 
elle se compose, le premier s'évanouit en faisant lu = iK' — b et le second pour 
lu = iK' — a. Il en résulte que le résidu relatif au troisième pôle lu = iK' est 
également nul, de sorte qu'en décomposant en éléments simples on obtient 



G 



r, ©'M ,9 2 

■D u -— - + const. = k sn lu + const. 
G H 



Posons, afin de déterminer la constante, lu = ; nous trouverons finale- 
ment 

G = k 2 sn 2 lu 



l 



sn 2 (a — b) ' 

et de là résulte, comme il importait essentiellement de le démontrer, que 
l'équation <£ = est une conséquence des relations 21 = et 25 = 0. 
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XXXI. 

La détermination des constantes w et A s'effectue au moyen des deux 
équations 

. sn b en a dn a 2 

A — G = — H h k sn a sn a; sn(o + w) , 

snasn(a — b) sna 

_, sna cnfrdnfr ?2 ,, N 

A + G = — H h fc sn b sn lu sn( o + eu j , 

snosn(o — a) snb 

que nous avons maintenant à traiter. En les retranchant et après une réduc- 
tion qui s'offre facilement, elles donnent d'abord 



k sn lu [sn b sn(b + lu) — sn a sn(a + lu)] 

sn a en a dn a + sn b en b dn b 
sn 2 a — sn 2 6 



2G = 0, 



et nous démontrerons immédiatement, le premier membre étant une fonction 
doublement périodique, qu'on n'aura, dans le rectangle des périodes 2K et 
2iK' , que deux valeurs pour l'inconnue. En effet, la fonction, qui au premier 
abord paraît avoir les trois pôles lu = iK' — a, lu = iK' — b, eu = iK', 
ne possède en réalité que les deux premiers, le résidu relatif au troisième, 
qui est un infini simple, étant nul, comme on le vérifie aisément. Ce point 
établi, nous donnerons, pour éviter des longueurs de calcul, une autre forme 
à l'équation, en employant l'identité suivante, 

sn b sn(6 + lu) — sn a sn(a + lu) 

= sn(b — a) sn(a + b + lu) [f — k sn a sn b sn(a + lu) sn(6 + lu)] , 

à laquelle je m'arrête un moment. Elle est la conséquence immédiate de la 
relation mémorable obtenue par Jacobi, dans un article intitulé Formulœ 
novcB in theoria transcendentium ellipticarum fundamentales (Journal de 
Crelle, t. XV, p. 201), à savoir 

E(u) + E(a) + E(b) - E(u + a + b) 

= k sn(u + a) sn(u + b) sn(a + b) [l — k sn u sn a sn b sn(u + a + 6)] . 
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Qu'on change en effet a en — a, puis u en a + u, on aura 

E(a + u)- E(a) + E(b) - E(b + w) 
= fc sn a; sn(6 — a) sn(a + 6 + u>) [l — A; sn a sn 6 sn(a + w) sn(6 + u>)l , 

et il suffit de remarquer que le premier membre, étant la différence des 
quantités E(a+u) — E(a) — E(uS), E{b+uo) — E{b) — E(u) , peut être remplacé 
par k 2 sn uj [sn b sn(6 + w)-sna sn(a + u)] . 

On y parvient encore d'une autre manière au moyen de la relation 
précédemment démontrée, 



G 



sna 



sn6sn(a — b) 
snb 



_snasn(6 — a) 
car on en tire 



+ k snasnwsn(a + w) 



+ k snbsnujsn(b + u>) 



7 2 2 

k sn u 



sn 2 (a — b) ' 



sn b sn(a + ui) — sn a sn(6 + u>) 

= snw sn(6 — a) [l — k sn a sn b sn(a + w) sn(6 + w)l , 

ce qui donne la formule proposée en changeant a en —a, 6 en —b et tu en 
u) + a + b. 

Cela posé, soit u = u + ^5^ ; faisons aussi, pour abréger, a = g ^, 
(3 = ^- ; nous trouverons, par cette formule, 

sn u [sn b sn(6 + u) — sn a sn(a + u>)] = — sn 2/3 sn(v + a) sn(f — a) 

x [l - k 2 sn(a + /3) sn(a - [3) sn{v + [3) sn{v - f3)] . 

Or on voit que le second membre devient ainsi une fonction rationnelle 
de sn 2 v ; on peut, en outre, supprimer au numérateur et au dénominateur 
le facteur 1 — k 2 sn 2 usn 2 a, de sorte qu'il se réduit à l'expression 

sn 2/3(1 - /c 2 sn 4 /3)(sn 2 t;-sn 2 a) 



(1 — A; 2 sn 2 asn 2 /3)(l — A: 2 sn 2 usn 2 (3) 
Remarquant encore que l'on a 

sn2/3(l - k 2 sn 4 f3) = 2 sn (3 en (3 dn 0, 
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nous poserons, pour simplifier l'écriture, 

1 — k 2 sn 2 asn 2 P / snacnadna + snbcnbdnb . 

k 2 sn (3 en (5 dn /3 \ sn 2 a — sn 2 b 

et l'équation en sn v sera simplement 

sn 2 1> — sn 2 a 

— lu . 



1 — k 2 sn 2 v sn 2 /? 

On en tire 

2 sn 2 a — L 2 cn2 a + dn (3L 

snv = l T2 — 2~^7' cnu=- -2 — ^—j-, 

1 — k z sm pL 1 — Ar sm pL 

dn v 



■ 2 dn 2 a + k 2 en 2 /3Z, 



1 - k 2 sn 2 /3L ' 
et, si l'on fait 

£ = (sn 2 a- L) (en 2 a + dn 2 j3L) (dn 2 a + k 2 en 2 /3L) (l - k 2 sn 2 /3L) , 
ces valeurs donnent 

SnVCnvdUV= (l-k 2 s* 2 PL) 2 - 

Nous ferons usage de cette expression pour le calcul de A, qui nous reste 
à déterminer. A cet effet je reprends, pour les ajouter membre à membre, 
les équations 

sn 6 cn o dn a 2 

A — G = — H h k sn a sn a; sn(a + lu) , 

snasn(a — b) sna 

„ sna cnodnfr , 2 , ,, s 

A + C = H + k sn b sn u sn(o + u) , 

snosn(o -a) sn o 

et j'obtiens, comme on le voit facilement, 

2 A = k [snasnwsn(a + w) +sn6snw sn(b + u)] , 
ou bien encore 
2A = k [sn(a + (5) sn(t> — a) sn(u + 0) + sn(a — j3) sn(u — a) sn(u — /3)] . 



Maintenant, un calcul sans difficulté donne en premier lieu l'expression 

sn a en a dn a (sn 2 v — sn 2 (5) 
(1 — k 2 sn 2 v sn 2 a) (1 — k 2 sn 2 a sn 2 /?) 

sn v en f dn v (sn 2 /? — sn 2 a) 



(1 — fc 2 sn 2 v sn 2 a) (1 — k 2 sn 2 f sn 2 /3) ' 
on en conclut ensuite la valeur cherchée, à savoir 

k 2 sn a en a dn a [sn 2 a — sn 2 /3 — (1 — k 2 sn 4 /?)!/] 
(1 — k 2 sn 2 a sn 2 /3) [1 — k 2 sn 4 a + k 2 (sn 2 a — sn 2 (5) L] 

k 2 (sn 2 (3 - sn 2 a) v^ 



+ 



(1 — k 2 sn 2 a sn 2 /3) [1 — k 2 sn 4 a + fc 2 (sn 2 a — sn 2 /3)L] 

Cette expression devient illusoire lorsqu'on suppose d'abord 

1- k 2 sn 2 a sn 2 (5 = 0, 

c'est-à-dire a + (3 = a = iK' ou bien a — j3 = b = iK', puis en faisant 

1 - k 2 sn 4 a + k 2 (sn 2 a - sn 2 j3)L = 0. 

La première condition, ayant pour effet de rendre infinis les coefficients de 
l'équation différentielle, doit être écartée ; mais la seconde appelle l'attention, 
et je m'y arrêterai un moment, afin d'obtenir la nouvelle forme analytique 
que prend l'intégrale dans ce cas singulier. 



XXXII. 

Remarquons en premier lieu que cette condition se trouve en posant 

2 sn 2 a — L 1 

sn v 



1 — k 2 sn 2 PL k 2 sn 2 a ' 

c'est-à-dire v = a + iK' , et donne par conséquent u> = iK' . Cela étant, je 
fais dans la solution de l'intégrale, qui est représentée par la formule 

®("+") c H^], 

H(u) 
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w = i-fC' + s, e étant infiniment petit, et je développe suivant les puissances 

e(«) 



croissantes de e la différence A — -s^y- Or l'expression précédemment em- 



ployée 

2X = k [snosnw sn(a + u>) + sn b sn u> sn(6 + w)] 

donne facilement 

1 cnadna cn&dnft 

e 2 sn a 2 sn 6 

nous avons d'ailleurs 

9'(w) _ ff'(e) ivr _ 1 mt 

0(w) ~ ff(e) ~ 2K ~ 1~ 2K + '"' 

et l'on en conclut, pour e = 0, la limite finie 

@'(u>) in cnadna cnodnfr 
Q(u) ~ 2K 2sna 2snfc 



A 



Remplaçant donc @(u + iK') par iH(u)e~iî< ( - w+t \ on voit qu'au lieu de 
la fonction doublement périodique de seconde espèce nous obtenons l'expo- 
nentielle 

/ en g dn g en o dn o \ 
g y 2 sn g 2 sn 6 ) 

qui devient ainsi une des solutions de l'équation différentielle. Nous parve- 
nons à l'autre solution en employant, au lieu de v = ce+iK', la valeur égale et 
de signe contraire v = —a — iK', d'où l'on tire u = — 2a— iK' = —a — b—iK', 
et par conséquent 

sn 2 a + sn 2 6 0'(w) _ H'{a + b) m 

~ 2sn(a + 6)snasn6' Q(u) ~ ~ H (a + b) 2K' 

Des réductions qui s'offrent d'elles-mêmes en employant la formule 

H'(a + b) H' (a) H'(b) snb cnbdnb 

H(a + b) " H (a) H(b) snasn(a + fc) sn6 

donnent ensuite 

®'(ia) H' (a) H'(b) cnadna cnfrdnfr iuj 
~ 0(w) ~ H (a) + H(b) 2sna 2sn6 + 2K' 



La seconde intégrale devient donc 
H(u -a-b) 



H (a) 6 



H'(a) | H 1 (b) _ en g dn g _ en b dn 6 



H (a) ^ H(b) 2sng 2 snb 



U 
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et l'on voit que, pour le cas singulier considéré, la solution générale est 
représentée par la relation suivante : 



( cnadna , cnbdnfA WY U _ a _ M 
y e \ 2sna ^ 2sn& ) u = C + C V „, , -e 



^ (°) g' (6) 
ff(a) ^ H(6) 



ff(«) 



XXXIII. 



Un dernier point me reste maintenant à traiter; j'ai encore à montrer 
comment les équations différentielles obtenues aux §§ XVII et XVIII se tirent 
comme cas particulier de l'équation que nous venons de considérer, ou plutôt 
de celle qui en résulte si l'on change u en u + iK', à savoir, 

y" — [k snusnasn(u — a) + k snusn6sn(u — 6)] y' 

.2. 



+ 



Ak snusnasn(n-o) 
+ Bk snitsn6sn(u — b) + 



1 



C 2 



y = 0. 



sn 2 (a — b) 

Je me fonde, à cet effet, sur ce que les deux déterminations de la quantité 
peuvent être supposées égales et de signes contraires, de sorte 



co + 



a+b 



que, en désignant par u et u/ les valeurs correspondantes de w, on a la 
condition u + u>' = —a — b. Qu'on se reporte maintenant aux expressions 
données au § XXV, p. 70 : 



C0s{u + a) n _$ Da 
-^■1 — t. — ; — ; C 



s 03- 



Xo 



X* 



e (u) 

C6 s (u + a) 

e (u) 



+ C'6 2+S (u - a) e ^ Da i og6l _ s e 3 _ 



e -^D a \ og e s e 1 . 



+ 



0o(u) 

C'0i-s(u - 
o (u) 



e fD logMi- 



C6 s (u + a) gr> a i 0lt fl.fl 3 +, C'63-si.u-a) % Da i og e 3 e 2+s 



On voit aisément que les quantités qui jouent le rôle des constantes u et 
u' ont pour somme, successivement, K + iK' , iK' , K. C'est, en effet, la 
conséquence des relations déjà remarquées : 



9 s {u + iK) = a 9i- s (u) e 
9 s (u + K)=a'9 3 - s (u)e 
9 s {u + K + iK') = cj"6 2+s {u) e~& < 2u+i *'> 



j^(2u+iK') 
£(2u+iK') 
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D'après cela, je ferai successivement a + b = K + iK' , iK' , K ; je poserai 
en outre, en changeant d'inconnue dans ces divers cas, 

y — ze ~2 A»logcna ze ~^D a logsna ^ e -|D a logdna 

Or, en considérant, pour abréger, seulement le premier de ces cas, voici le 
calcul et le résultat auquel il conduit. La condition supposée b = K + iK' — a 
donne d'abord 

, dna dn(u + a) dn2a 

sno=- , m{u-b) = — — — -, sn(a -&) = -- — , 

kcna kcn[u+a) k en 2a 

et nous obtenons, pour la transformée en z, l'équation suivante, 

sn u dn u dn(n + a) sn a dn a 



k sn u sn o sn(u — a) 



cnacn(u + a) 



en a 



+ 



Pk snnsnasn(n — a) — Q 



sn u dn a dn(u + a) 
cnacn(u + a) 



+ R 



z = 0, 



où j'ai fait, pour abréger, 



P = A 



sn a dn a 
2 en a 



Q = B 



sn a dn a 
2 en a 



sn 2 adn a k 2 en 2 2a ^ 9 

i? = — : — s h — -s C 2 . 



4 en 2 a 



dn 2 2a 



Soit maintenant 



*P = cn(n + a) (l — /c sn nsn a) = en a en u — sn a dna snudnu, 



3^ 



on trouvera d'abord que le coefficient de z' est simplement .D u log^P = %. 

Représentons ensuite par § le coefficient de z ; au moyen de la formule 
élémentaire 



sn(n — a) cn(n + a) 
nous obtiendrons 



sn u en u dn a — dn u sn a en a 

1 — k 2 sn 2 u sn 2 a 



Û = PA; sn u sn a (sn u en u dn a — dn u sn a en a) 

snadna ,. . , 2 \ 

— Q (anuana — k snu en nsn a en a) 

en a 

+ i? (en « en a — sn u dn u sn a dn a) , 
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ou bien, en réunissant les termes semblables, 
Û. = (P + Q)k snadnasn ucnu 



sna 



Pk sn acna + Q ^ Rsnadna) snudnu + Rcnacnu. 

en a 



Soit maintenant C 



snadna 



. )( . -, cette nouvelle forme de la constante 
donnera, après quelques réductions, 



Û. = —k enasn ucnu + 



sn a en a 5 



+ cno(l — 2k sn a) ô + k sn adna 



2„„3 



k 2 en 2 2a 
dn 2 2a 



■snadna 



snudnu 



_ 2 , . k A cn z 2a 

en a à — sn a dn a o k en a 

dn 2 2a 



cnu. 



Or, en faisant successivement a = 0, puis a = k, on tire de là les équations 

en u z" — D u en u z' — [k sn u en u — sn u dn m <5 + (ô — k ) en ul z = 0, 
sn n dn n z" — D u sn ti dn u z' — [en u ô + sn u dn u ô ~\ z = 0; 

ce sont précisément les relations en X\ et Y\ des §§ XXV et XXVI, en 
supposant dans la première ô — à\ et dans la seconde 5 = —S[. 



XXXIV. 



Les fonctions doublement périodiques de seconde espèce avec un pôle 
simple, qu'on pourrait nommer unipolaires, donnent, comme nous l'avons 
vu, la solution découverte par Jacobi du problème de la rotation d'un corps 
autour d'un point fixe, lorsqu'il n'y a point de forces accélératrices. Ces 
mêmes quantités s'offrent encore dans une autre question mécanique im- 
portante, la recherche de la figure d'équilibre d'un ressort soumis à des 
forces quelconques, que je vais traiter succinctement. On sait que Binet 
a réussi le premier à ramener aux quadratures l'expression des coordonnées 
de l'élastique, dans le cas le plus général où la courbe est à double cour- 
bure (Comptes rendus, t. XVIII, p. 1115, et t. XIX, p. 1). Son analyse et 
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ses résultats ont été immédiatement beaucoup simplifiés par Wantzel ( 1 ), et 
j'adopterai la marche de l'éminent géomètre en me proposant de conduire la 
question à son terme et d'obtenir explicitement les coordonnées de la courbe 
en fonction de l'arc. Mais d'abord je crois devoir considérer le cas particu- 
lier où l'élastique est supposée plane et où l'on a, en désignant l'arc par s 
(Mécanique de Poisson, t. I, p. 598), 

2c 2 dx (2ax — x 2 ) dx 

ds = — = , dy — 



v/4c 4 - (2ax-x 2 ) 2 ' y^c 4 - [2ax - x 2 ) 2 ' 

Soit alors 



1 a 2 



V2c 2 + a 2 Vl~X 2 , k 2 = - + 4(2 



on obtient facilement 

cdX 
ds 



yJ(l-X 2 )(l-k 2 X 2 ) 

de sorte qu'on peut prendre X = sn ( s-,So ) , sq étant une constante arbitraire. 
Mais il est préférable de faire X = sn (^r 2 - + K) ; nous parviendrons ainsi 
à des expressions mieux appropriées au cas important qui a été considéré 
par Poisson, où c est supposé une ligne dont la longueur est très grande par 
rapport à a, s et x. En premier lieu, les formules 



, Tjr . , i sn z 

cniz + K) = —k 

dnz 


k 2 - 1 ° 2 
2 4c 2 


donnent, pour l'abscisse, 




V4c 4 - 
x = a+ 2c 


a 4 sn (»-«>) 
du (*=*) • 


La valeur de l'ordonnée, à savoir 




2c 2 y = / (2ax - x 2 ) ds = [a 2 - 


-(2c 2 + a 2 )cn 2 ( s - So 



11 + K)] ds, 

1 Wantzel, enlevé à la Science par une mort prématurée à l'âge de trente-sept ans, en 
1849, a laissé d'excellents travaux, parmi lesquels un Mémoire extrêmement remarquable 
sur les nombres incommensurables, publié dans le Journal de l'Ecole Polytechnique (t. XV, 
p. 151), et une Note sur l'intégration des équations de la courbe élastique à double courbure 
(Comptes rendus, t. XVIII, p. 1197). 



91 



s'obtient ensuite immédiatement en employant la relation 
k 2 cn 2 (z + K)dz = k 2 z + D z log Al(z) 3 . 



Or ces formules conduisent comme il suit aux développements de x et y 
suivant les puissances décroissantes de c. J'emploie à cet effet la série 



snz 



z + 



k 2 -k 



ri 



-z° + 



1 - 16k 2 k 



2U2 



-z° + ..., 



dnz 6 120 

et je remarque qu'en désignant par F n (k) le coefficient de z 2n+1 , qui est un 
polynôme de degré n en k 2 , on a la relation suivante : 

F n (k') = (-l) n F n (k). 

Nous en concluons facilement pour n pair l'expression 

F n (k) = a + ai {kk') 2 + a 2 (kk') 4 + ... + ai_ n (kk') n , 

et pour n impair, 

F n (k) = (k 2 - k' 2 ) \Po + Pi(kk') 2 + ... + p^ikkT' 1 

2 

Cela étant, les formules 



k 2 k' 2 



1 

4 



et k 2 



•n 



16c 4 '2c 2 

montrent que le terme général F n (k)z 2n+1 , qui est de l'ordre 2ra+1 , lorsqu'on 
remplace z par ^^fl, devient, si l'on suppose n impair, de l'ordre 2ra+3 . Nous 
pourrons donc écrire, en négligeant -j dans la parenthèse, 



x = a + 



V4c 4 - a 4 



2c 2 



c + 



a 2 (s - c) 3 (s - cf 



12c 4 



40c 4 



^4? 



Remplaçons enfin le facteur v | 2 a par 1 — ^ , et prenons «o = a ; il viendra, 
avec le même ordre d'approximation, 



s- a r . 

■s - T^^ [3(4 



120c 4 



10a 2 (s - a) 2 + 15a 4 ] . 



Le développement de c 2 y résulte ensuite de l'équation 



k 2 cn 2 (z + K)dz 



k 2 k' 2 o k 2 k' 2 (k 2 - k' 2 ) . k 2 k' 2 (2-17k 2 k' 2 ) 7 

z A H -z J H -z' + 



3.5 



3.5.7 
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mettant — - au lieu de z et déterminant la constante amenée par l'intégra- 
tion de manière qu'on ait y = pour s = a, on en tire, par un calcul facile, 

(s - a) 3 
2c 2 y = as 2 - s 3 + v [ [9{s - a) 4 - Ua 2 (s - a) 2 + 140a 4 ] . 

Le second membre, dans cette expression de l'ordonnée, est exact aux termes 
près de l'ordre —, comme la valeur trouvée pour l'abscisse. 



XXXV. 

Les équations différentielles de l'élastique, dans le cas le plus général où 
la courbe est à double courbure, se ramènent par un choix convenable de 
coordonnées, comme l'a remarqué Wantzel, à la forme suivante, 

/ // // / / | n 

y z -y z = ax + fjy, 
i n n i io 

z x — z x = ay — px, 

i n n i i , 

x y — x y = az + 7, 

où x' , y' , z', x" , y", z" désignent les dérivées par rapport à l'arc s de x, 
y, z et a, f3, 7 des constantes dont les deux premières sont essentiellement 
positives. 

Cela étant, j'observerai en premier lieu que, si on les ajoute après les 
avoir multipliées respectivement, d'abord par x', y' , z', puis par x", y" , z", 
on obtient 

a(x' 2 + y' 2 + z' 2 ) + 0(x'y - xy') + 73' = 0, 

I I II , I II I ll\ 1 ni II ll\ Il n 

a(x x + y y + z z ) + p(x y — xy ) + jz = L). 
Or la première de ces relations donne, par la différentiation, 

2a(x'x" + y' y" + z' z") + (3(x"y - xy") + 7 z" = 0; 
nous avons donc 



d'où 



I II , I II I II n 

xx + y y + z z =L), 



x + y + z = const., 
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et l'on voit que, en prenant la constante égale à l'unité, on satisfera à la 
condition que l'arc s soit, comme on l'a admis, la variable indépendante. 
Cela posé, et après avoir écrit les équations précédentes de cette manière, 

(3(xy' - x'y) = jz' + a, f3(xy" - x"y) = -yz", 

j'en déduis 

P [(xy' — x'y)z" — (xy" — x"y)z'] = az"; 

mais le premier membre, étant écrit ainsi, 

n \l I II II l\ l I II II l\ 1 

p |_(y z - y z )x + [z x - z x )y\ , 
se réduit à 

(3 [(ax' + (3y)x + (ay' - /3x)y] = a/3(xx' + yy'), 
de sorte que nous avons 



f3{xx' + yy') = z" , 
puis par l'intégration, en désignant par 5 une constante arbitraire, 

(3{x 2 + y 2 ) = 2{z' - S). 

Soit maintenant z' = £ ; nous remplacerons le système des équations à 
intégrer par celles-ci : 

/3(x 2 + y 2 )=2(C-<5), 
0{xx' + yy') = (', 

x +y = 1-C , 
(3(xy - x'y) = 7C + a. 

Or l'identité 

(x 2 + y 2 ){x' 2 + y' 2 ) = (xx' + yy') 2 + (xy' - x'y) 2 

donne en premier lieu 

C ,2 = 2/3(C-5)(l-C 2 )-(7C + «) 2 , 
et l'on trouve ensuite facilement 

x' + iy' _ Ç + i(7Ç + a) _ 
x + iy 2(C-<5) ' 
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ces résultats obtenus, les expressions des coordonnées en fonction de l'arc 
s'en déduisent comme il suit. 

Soient a, b, c les racines de l'équation 

2/3(C-5)(l-C 2 )"(7C + «) 2 = 0, 

de sorte qu'on ait 

(> 2 = -2[3((-a)((-b)((-c). 

Désignons aussi par £o une des valeurs de C, qu'on doit, d'après la condition 
x' 2 + y' 2 + C 2 = lj supposer comprise entre +1 et — 1. Le facteur (3 étant 
positif, comme nous l'avons dit, le polynôme 2[3{Q — a){Q — b){Q — c) sera 
négatif en faisant C = Co- Mais il prend pour £ = +1 et Q = — 1 les valeurs 
positives (7+a) 2 et (7— a) 2 ; par conséquent, les racines a, b, c sont réelles, et, 
si on les suppose rangées par ordre décroissant de grandeur, a sera compris 
entre +1 et Co, b entre Co et — 1, et c entre — 1 et — 00. Remarquons aussi que, 
ayant pour z = (, un résultat positif, il est nécessaire que cette constante ô 
soit supérieure à a ou comprise entre b et c. Mais la relation x 2 +y 2 = 2(Ç — 5) 
montre que la seconde hypothèse est seule possible, car dans la première 
x 2 + y 2 serait négatif. Cela posé, puisque Ç a pour limites a et b, nous ferons 

C = a-(a-6)C/ 2 ; 

soit encore 

k 2 _ « " b k' 2 - b ~ C 

a — c a — c 

on aura 

(C - o)(C - &)(C - c) = -(a - b) 2 (a - c)U 2 (l - U 2 )(l - k 2 U 2 ), 

et de l'équation 

C ,2 = -2/3(C-a)(C-6)(C-c) 

nous conclurons 

U' 2 = {a ~ c)P (l-U 2 )(l-k 2 U 2 ). 



Faisons donc n = y 2 ; puis, en désignant par sq une constante 
u = n(s — so), on aura 

U = snu, C = a — (a — b) sn u, 
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et par conséquent 
n(z - z ) 



(du 



(a-c) 



u + (a — c) 



6(n) 



zo étant la valeur arbitraire de z pour u = 0. 

Considérons, pour obtenir la valeur de x + iy, l'expression 2( -<51 ' 
qui en représente la dérivée logarithmique. C'est une fonction doublement 
périodique de la variable u, ayant pour pôles, d'une part u = iK' et de 
l'autre les racines de l'équation Q — 8 = 0. Mais des deux solutions u = ±lu 
qu'on en tire, une seule est en effet un pôle, comme le montre la relation 
C 2 + (7C + «) 2 = 2/?(C - S)(l - C 2 ), d'où l'on déduit 

C' = ±i(7<5 + a), 

en faisant £ = ô. Il en résulte que, si nous prenons pour u = tu la valeur 
C = +i(7<5 + a), on aura (' = — i{^8 + a) pour u = — cj, la dérivée changeant 
de signe avec la variable. En même temps on voit que le résidu de la fonction 
qui correspond au pôle u = to est +n ; le résidu relatif à l'autre pôle u = iK' 
est donc — n et, par la décomposition en éléments simples, nous obtenons 



Ç ; + i( 7 Ç + a) 
2(C-<5) 



1 

n 



X 



@'(u) ] H'{u 
G(n) 



+ 



u) 



La constante A se détermine en supposant u 
immédiatement 



H(u-lo) 
ou C = 



a, ce qui donne 



A 



in(aj + a) H' (lu) 



+ 



a - ô H(u>) 

et l'expression cherchée se conclut de la relation 



D s log(x + iy) = \D U log(x + iy) 



1 



n 



X 



e'(u) h'(u 



+ 



u 



u 



Q(u) ' H(u 

au moyen d'une fonction doublement périodique de seconde espèce : 

@(0)H(u - u)e Xu 



x + iy = (x + iyo)- 



G{u)H(u) 



Dans cette formule, xq et yo désignent les valeurs que prennent x et y pour 
u = ; elles sont liées par l'équation 



fi{xl + yl) = 2(o - S) 
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et ne contiennent, par conséquent, qu'une seule indéterminée. En y joignant 
les constantes zq, sq et 5, on a donc quatre quantités arbitraires dans l'ex- 
pression générale des coordonnées de l'élastique. A l'égard de ô, nous avons 
vu que sa valeur doit rester comprise entre b et c; de là résulte que sn 2 w, 
déterminé par la formule sn 2 u> = g Eri a pour limites 1 et -ni ■ On peut écrire 
par suite u — K + iv, v étant réel, et poser 

. ,Q(V)Hi{iv-u)e Xu 

x + iy = {x + iy ) — . 

Ky(u)Hi(iv) 

Changeons i en —i, ce qui change A en —A, on aura 

N 6(0)#iO + u)e- Au 

x - %y = ( Xo - iyo) , 

0{u)Hi{îv) 

et ces relations, jointes à celle qui a été précédemment obtenue, à savoir : 



n(z - z ) 



a-{a-c) — 



,0'(u) 

u + (a-c)- 



9(u)' 
donnent la solution complète de la question proposée. 



XXXVI. 

Les expressions des rayons de courbure et de torsion, R et r, se calculent 
facilement, sans qu'il soit besoin d'employer les valeurs des coordonnées, et 
comme conséquence immédiate des équations différentielles 

y'z" - y"z' = ax' + 0y, 

z'x" — z"x' = ay' — flx, 

i a h i i , 

x y — x y = az + 7. 

On trouve, en effet, après les réductions qui s'offrent d'elles-mêmes, 

— = (ax' + (3y) 2 + (ay - j3x) 2 + (az + 7) 2 



2/3(C - ô) + 7 2 - a 2 = 2/3 [a - ô - (a - b) sn 2 u] + 7 2 



a 



100 



puis 



x' 


x" 


x'" 


y' 


y" 


y 1 " 


z' 


z" 


z'" 



a/3(Ç - ô) - P(aô + 7) + a(j 2 - a 2 ), 



et, par conséquent, 

1 __ a(3(( -ô)- (3(aô + 7) + a( 7 2 - a 2 ) 
r ~ 2/?(C - S) + 7 2 - a 2 ' 

Cette expression du rayon de torsion conduit naturellement à envisager le 
cas particulier où elle devient indépendante de £ et a la valeur constante 
r = -.La condition à remplir à cet effet étant 

2/3(aô + 7) - a(7 2 - a 2 ) = 0, 

je remarque que, en remplaçant l'indéterminée £ par — -, dans l'égalité 

2/3(C - ô)(l - C 2 ) - (7C + «) 2 = -2/3(C - o)(C - 6)(C " c), 
le résultat peut s'écrire ainsi : 

(7 2 - a 2 ) [2(3(aô + 7) - a(7 2 - a 2 )] = 2/3(7 + oa)(7 + 6a) (7 + ca), 



par où l'on voit que l'une des racines a, b, c est alors égale à — — . Mais notre 
condition donne 

O 9 

7. 
Q: 



5 + 



a 2 - 7 2 



2/3 



ainsi l'on doit poser 



a 2 - 7 2 
ô H — — = a, b ou c, 



et voici la conséquence remarquable qui résulte de là. Nous avons trouvé 
tout à l'heure 



1 



2(3 [a - 5 - (a - b) sn 2 n] + 7 2 - a 2 , 



ou plutôt 



1 / a 2 -<7 2 ' 

— = 20 la- 6- —^- ) 2. S(a h) s,r «: 



or cette expression montre que le premier cas, où l'on suppose 

a 2 - 7 2 
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doit être rejeté, comme conduisant à une valeur négative pour R 2 . Mais les 
deux autres peuvent avoir lieu et donnent successivement, en employant la 
valeur du module k 2 = ^=^ 



1 

R 2 

1 

B 2 



2f3(a 
2(3(a 



b) en 2 



il. 



dn u. 



Le rayon de courbure devient donc, comme les coordonnées elles-mêmes, 
une fonction uniforme de l'arc, en même temps que le rayon de torsion prend 
une valeur constante. Ces circonstances remarquables me semblent appeler 
l'attention sur la courbe qui les présente, mais ce serait trop m'étendre d'es- 
sayer d'en suivre les conséquences et je reviens à mon objet principal, en don- 
nant une dernière remarque sur la formation des équations linéaires d'ordre 
quelconque dont les intégrales sont des fonctions doublement périodiques de 
seconde espèce, unipolaires ( 1 ). 



XXXVII. 



Soit, comme au § XXX (p. 81), 

désignons par fi{u) ce que devient cette fonction quand on y remplace les 
quantités u>, A par Ui, Xi, nommons enfin m et /^ ses multiplicateurs. Si l'on 
pose 

y = C 1 f 1 (u) + C 2 f 2 (u) + ... + C n f n (u), 

l'équation différentielle linéaire d'ordre n, admettant cette expression ana- 
lytique pour intégrale, se présente sous la forme suivante : 



V fi(u) f 2 {u) 
y' /{(«) f 2 {u) 

y n A» / 2 » 



fn(u) 

f» 



On doit à M. de Saint- Venant un travail important sur les flexions considérables des 
verges élastiques, que l'éminent géomètre a publié dans le Journal de Mathématiques de 
M. Liouville (t. IX, 1844), et auquel je dois renvoyer ; je citerai aussi, sur la même question, 
un Mémoire récemment publié par M. Adolph Steen, sous le titre : Der elastike Kurve, og 
dens anvendelse i bôjningstheorien. Copenhague, 1879. 
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D'après cela, j'observe que, le déterminant étant mis sous la forme 
$o(u)y n + $i(u)y" _1 + . . . + $„(u)y, 

les coefficients 3?i(u) sont des fonctions de seconde espèce, aux multiplica- 
teurs fX\H2 ■ ■ ■ fJ"n, Mi/4 • • • /4u ayant le pôle u = 0, avec l'ordre de multiplicité 
n + 1, sauf le premier «^("m), où l'ordre de multiplicité est n. C'est ce que 
l'on voit immédiatement en retranchant la seconde colonne du déterminant 
de celles qui suivent, attendu que les différences f2(u) — fi(u), fsiu) — fi(u), 
. . . , ainsi que leurs dérivées, ne sont plus infinies pour u = 0. Nous pouvons 
donc poser, comme je l'ai fait voir ailleurs (Sur l'intégration de l'équation 
différentielle de Lamé, dans le Journal de M. Borchardt, t. LXXXIX, p. 10), 

^ . . G H(u - ai)H{u - 02) . . . H(u - a n )e^ u 

* o(u) = Iphû) ' 

les quantités Go, go, &% étant des constantes, puis d'une manière semblable, 
pour les coefficients suivants : 

G t H(u - a\)H(u - ap ...H(u- < +1 )e*" 

V ; H n+1 (u) 

Il en résulte qu'en décomposant en éléments simples les quotients .'|"j , qui 
sont des fonctions doublement périodiques de première espèce, on aura 

$i(«) + , A 1 H'(u-a 1 ) 

— const. + 



$ (u) H(u-ai) 



A 2 H'{u - og) A ra ff'(tt - On) A)^'(«) 



iî(u — 02) .ff(tt — a n ) H{u) 



avec la condition 



A = -(A 1 + A 2 + ... + A n ). 

C'est donc la généralisation du résultat trouvé au § XXI (p. 109) pour les 
équations du second ordre, et il est clair qu'on peut encore écrire 

&i(u) Aisnai A2sna2 ^4 n sna„ 

— const. H ; H ; + . . . + 



&o(u) snwsn(tt-ai) snttsn(w-a2) snusn(u — a n ) 

La détermination des constantes A\, A2, . . . , qui entrent dans ces expres- 
sions des coefficients de l'équation linéaire, par la condition que les solutions 
soient des fonctions uniformes, est une question difficile et importante, que 
je n'ai pas abordée au delà du cas le plus simple de n = 2 ; je me borne à 
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donner la forme analytique générale de ces coefficients et à observer que, cha- 
cune des fonctions fi(u) contenant deux arbitraires, l'équation différentielle 
en renferme en tout 2n. Les remarques que j'ai à présenter ont un autre 
objet, comme on va le voir. Je me suis attaché à cette circonstance que 
présente l'équation de Lamé, y" = (2k 2 sn 2 u + h)y, de ne contenir aucun 
point à apparence singulière ; elle m'a paru donner l'indication d'un type 
spécial, à distinguer et à caractériser, de manière qu'on ait ses analogues, 
si je puis dire, pour un ordre quelconque. Introduisons donc la condition 
$o( u ) — const. pour amener la disparition des points à apparence singulière 
u = ai, 02, • • • , a n , et posons, à cet effet, les n + 1 conditions 

ai = 0, o 2 = 0, . . . , a n = 0, g = 0. 



J'observerai, en premier lieu, que, dans ce type particulier d'équations, 
le nombre des arbitraires se trouve réduit à 2n — (n + 1), c'est-à-dire à n — 1. 
Je remarque ensuite que, les fonctions &i(u) ayant toutes les mêmes mul- 
tiplicateurs, ces multiplicateurs seront nécessairement l'unité, puisque l'une 
d'elles, &o(u), est une constante. C'est dire qu'elles deviennent des fonctions 
doublement périodiques de première espèce, ayant pour pôle unique u = 0, 
avec l'ordre de multiplicité maximum n + 1. Nous avons, par conséquent, 
l'expression 

$i(u) = a + b^^ + cD u ^- + ... + hD n ~ i 



9 ' v -^ u 9 ' 

sm u sm u 

que la considération suivante va nous permettre encore de simplifier. 

Et, d'abord, il résulte des expressions de &o(u) et $i(u), sous forme de 
déterminants, qu'on a, en général, 

$i(u) = -D u $ (u). 

La condition &o( u ) — const. donne donc 

$i(u) = 0, 

et l'on voit que l'équation d'ordre n, analogue à celle de Lamé, a la forme 

y n + ®2{u)y n - 2 + ... + §n{u)y = 0. 

Je ferai maintenant un nouveau pas en appliquant l'un des beaux théo- 
rèmes donnés par M. Fuchs, à savoir que le point singulier effectif u = 
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doit être, dans le coefficient &i(u), un pôle dont l'ordre de multiplicité ne 
dépasse pas i, pour que l'intégrale de l'équation différentielle soit une fonc- 
tion uniforme de la variable. On a, en conséquence, les expressions suivantes 
des coefficients, en remplaçant u par u + iK', afin de nous rapprocher autant 
que possible de l'équation de Lamé : 

$2(«) = ao + ai sn u, 

$3 W = A) + Pi sn 2 u + f3 2 D u sn 2 u, 

$4(u) = 70 + 7i sn 2 u + 72 D u sn 2 u + 73-C 2 sn 2 u, 



La question de déterminer les constantes ao, ai, • • • , de manière à réaliser 
complètement la condition que l'intégrale soit une fonction uniforme, offre, 
comme on le voit, beaucoup d'intérêt. Elle a fait le sujet des recherches d'un 
jeune géomètre du talent le plus distingué, M. Mittag-Leffler, professeur 
à l'Université d'Helsingfors, et je vais exposer les résultats auxquels il est 
parvenu. 



XXXVIII. 

Considérons en premier lieu les équations du troisième ordre, que nous 
savons devoir contenir deux constantes arbitraires. Elles présentent deux 
types distincts, et l'un d'eux, découvert antérieurement par M. Picard, a 
offert le premier et mémorable exemple de l'intégration au moyen des fonc- 
tions elliptiques d'une équation différentielle d'ordre supérieur au second ( 1 ). 
C'est l'équation 

y'" + (a — Qk sn u) y' + j3y = 0, 

à laquelle on satisfait de la manière suivante. 
Soit 



y = , ! e( w ) 



— — eL 



G(u) 



Sur une classe d'équations différentielles (Comptes rendus, t. XC, p. 128). 
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et posons, comme au § V (p. 14), 

n ; 2 2 1 + K 

3 

Q± = k snwcnajdntu, 



, 24 2(fc 2 + £; 4 ) 2 7 - 22k 2 + 7k 4 

\i2 = k sn w sn w , 

3 45 



de sorte que l'on ait, pour u = iK' + e, 

y = Ce Ae (- £ - Ule - ^e 2 - ^ 2 £ 3 - . 

C désignant un facteur constant. Les quantités w et A se déterminent au 
moyen des relations 

3(A 2 - fi) + a - 2(1 + k 2 ) = 0, 
2A 3 - 6AO - 4£2i - (3 = 0, 

et il a été démontré par M. Picard qu'elles admettent trois systèmes de solu- 
tions, d'où se tirent trois intégrales particulières et par conséquent l'intégrale 
complète de l'équation considérée. 

Le second type qu'il faut joindre au précédent pour avoir, dans le trois- 
ième ordre, toutes les équations analogues à celle de Lamé, est 

y'" + (a — 3k sn u)y + (/3 + 7 A; sn u — 3k snucnudnu)y = 0, 

avec la condition 

3(a-l-fc 2 ) + 7 2 = 0. 

Il présente cette circonstance bien remarquable que, dans les trois intégrales 
particulières, la constante A a la même valeur, à savoir : A = — ^. Cela étant, 
tu s'obtient par la relation 

2A 3 - A(3ft - 1 - k 2 ) - fii - (3 = 0. 

En passant maintenant au quatrième ordre, on obtient quatre équations 
A, B, C, D avec trois constantes arbitraires, et pour chacune d'elles les 
constantes a; et A se déterminent ainsi que je vais l'indiquer. 



A. 
y lY + (a - 12k 2 sn 2 u)y" + (3y + (7 + Sk 2 sn 2 u)y = 0, 
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avec la condition 

2a - 8(1 + k 2 ) + 5 = 0. 

Les relations entre lu et A sont 

4A 3 - A(120 + S) - 8£2i + (3 = 0, 
18A 4 - 3A 2 (360 + 7) - 144A^i - 54ft 2 - 350 

- 67 - 25(1 + A; 2 ) + 16(1 - k 2 + A; 4 ) = 0. 

B. 

y + (a — 8k 2 sn 2 u)y" + (/? + 7A; 2 sn 2 u — 8A; 2 snttcnu dn u)y' 

+ (ô + ek sn u — ^k snucnudnu)y = 0, 

sous les conditions 

4e = 7 2 , 7 3 + 87(0 - 2 - 2fc 2 ) + 16/3 = 0. 

On a ensuite 

48(A 2 - fi) + I2A7 + 24a + 37 2 - 64(1 + k 2 ) = 0, 
120A 4 - 720A 2 fi - 960Afii - 360fi 2 - 60(A 3 - 3Afi - 2fii) 7 
- 15(A 2 - fi) 7 2 - 1205 - 10(1 + fc 2 )7 2 + 64(1 - k 2 + k 4 ) = 0. 

C. 

y + (a — Qk sn u)y" + (/3 — 12k snucn udnu)î/' + (7 + 5k sn u)y = 0, 

avec la relation 

127 - <5 2 - 2<5[a - 4(1 + A; 2 )] = 0. 

Les équations en uj et A sont 

6(A 2 - fi) + 2oi + ô - 4(1 + A; 2 ) = 0, 
2A 3 - A(6fi + 5) - 4fii - /? = 0. 

D. 

y + (a — 4A; sn u)y" + (/3 + 7A; sn u — 8k snucnudnu)y' 

+ (ô + ek sn u — 8k sn u + jk snucnudnu)y = 0. 
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On a entre les constantes les deux conditions 



8a - 32(1 + k 2 ) + 4e + 7 2 = 0, 



4/3 + 7 [e - 4(1 + k 2 



0. 



Ce dernier cas présente un second exemple de la circonstance remar- 
quable qui s'est offerte dans l'une des équations du troisième ordre, la quan- 
tité A ayant dans toutes les intégrales particulières la même valeur, à savoir 
A = — j. L'équation en u est ensuite 

90A 4 - 15(A 2 - fi) [3e - 8(1 + k 2 )] - 360A 2 ft - 360A^i 

- 90O 2 - 90(5 - 30e(l + k 2 ) + 16(11 + 4À; 2 + llfc 4 ) = 0. 



XXXIX. 



Les recherches dont je viens d'énoncer succinctement les premiers résul- 
tats ont été étendues par M. Mittag-Leffler aux équations linéaires d'ordre 
quelconque, dans un travail qui paraîtra prochainement. Il sera ainsi établi 
que la théorie des fonctions elliptiques conduit aux premiers types généraux, 
après celui des équations à coefficients constants, dont la solution est connue 
sous forme explicite. L'équation de Lamé 



D 2 x y 



[n(n + l)k sn x + h] y, 



ayant été l'origine et le point de départ de ces recherches, doit d'autant plus 
appeler notre attention, et j'y reviens pour aborder un second cas, celui de 
n = 2, en me proposant d'en faire l'application à la théorie du pendule. Je 
traiterai ce cas par une méthode spéciale que j'expose avant d'arriver au 
cas général où le nombre n est quelconque, afin de réunir divers points de 
vue sous lesquels peut être traitée la même question. Reprenons à cet effet 
l'équation considérée au § XXX (p. 81) et dont nous avons obtenu la solution 
complète, à savoir : 



D 2 u y 



sua 



+ 



snusn(u - 
^4sna 



+ 



+ 



sn6 



snitsn(u — b) 
Bsnb 



D u y 



+ 



snusn(u-a) snnsn(u — b) sn 2 (a — b) 



C 2 



ï/ = 0. 
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Soit u = x + iK 1 , et changeons aussi a et b en a + iK' et o + iK', de sorte 
que les constantes A et B deviennent 



A 
B 



sno 



sn6sn(a — 6) 

snb 
snasn(6 — a) 

L'équation prendra la forme suivante : 

sn x sn x 



+ C, 

-c. 



Dly 



+ 



+ 



snasn(x — a) sn6sn(x — b) 

A sn x B sn x 

+ 



D x y 



+ 



1 



snosn(x-o) snfesn(x — b) sn 2 (a — b) 
et aura pour solution la fonction de seconde espèce 



C 2 



v = o, 



y 



@(x) 



les quantités eu et A étant déterminées maintenant par les conditions 

en a dn a 



X-C 



X + C 



sna 



+ 



sna; 



sn6sn(a — b) sna snasn(a + w 



sn6 



en 6 dn 6 



snasn(6 — a) 



+ 



sna; 



sn6 sn6sn(6 + l 



Cela posé, considérons le cas où b = —a ; on trouve aisément, en chassant 
le dénominateur sn 2 x — sn 2 a, l'équation 



(sn x — sn a)D x y — 2snxcnxdnx D x y 



+ 



2 A en a dn a 



sn x + 



1 



C ) (sn x — sn a) 



sna \sn 2 2a 

Particularisons encore davantage et, observant qu'on a 

1 



V = 0. 



A 



sn2a 



+ C, 



faisons disparaître le terme en sn 2 x dans le coefficient de y, en posant 

2 en a dn a 1 



sna 



sn2a 



+ C. 
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Ce coefficient se réduisant à une constante, l'équation précédente devient 

(sn x — sn a)D x y — 2 snx en xdnx D x y 

+ 2 [3k 2 sn 4 a - 2(1 + fc 2 ) sn 2 a + l] y = 0. 

Soit donc, pour un moment, 

<&(x) = sn x — sn a; 

on voit qu'on peut l'écrire ainsi : 

$(x)D 2 x y - $'(x)D x y + $"(a)y = 0, 

et l'on en conclut, par la différentiation, 

$(x)D x y - [$"(x) - $»] A,y = 0. 

Ce résultat remarquable donne, en remplaçant D x y par 2, 



D?z 



$"(z) - $"(a) 

$(x) 



(6/c 2 sn 2 x + 6fc 2 sn 2 a - 4 - 4A; 2 



c'est précisément l'équation de Lamé dans le cas de n = 2, la constante 
qui y figure étant h = 6k 2 sn 2 a — 4 — 4k 2 . Nous n'avons donc plus, pour 
parvenir à notre but, qu'à former l'intégrale de l'équation en y, c'est-à-dire 
à déterminer les quantités ai et A au moyen des équations rappelées plus 
haut. Introduisons, a cet effet, les conditions 



C 



2 en a dn a 



1 



sn a sn 2a 

on en tirera successivement, en les retranchant et les ajoutant, 

sn 2 lu sn 2 a (2k 2 sn 2 a — 1 — k 2 ) 



sn 2 a — sn 2 u 



A 



en 2 a dn a 

snwcnwdnw 



sn 2 a — sn 2 w 



De là nous concluons d'abord, pour u, les expressions suivantes : 

sn 4 o (2k 2 sn 2 a - 1 - k 2 ) 



sn 2 a; 



en u) 



dn uj 



3k 2 


sn 4 a - 

4 

en a 


-2(1 + A; 2 ) 
(2k 2 sn 2 a - 


sn 2 a 
-1) 


+ 1 


3k 2 


sn 4 a - 
dn 4 


-2(1 + A; 2 ) 
a (2 sn 2 a — 


sn 2 a 
1) 


+ 1 



3fc 2 sn 4 a-2(l + fc 2 )sn 2 a + l' 
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On a ensuite 

A 2 



sn 2 wcn 2 wdn 2 w (2k 2 sn 2 a - 1 - k 2 )(2k 2 sn 2 a - l)(2sn 2 a - 1) 



(sn 2 a — sn 2 lu) 2 3k 2 sn 4 a — 2(1 + k 2 ) sn 2 a + 1 

et l'on voit que les constantes sn 2 lu et A 2 sont des fonctions rationnelles 
de sn 2 a ou de h. Nous remarquerons en même temps que, snw et, par 
conséquent, lu ayant deux déterminations égales et de signes contraires, le 
signe de A est donné par celui de w, en vertu de la relation A = snujcnu] nal . 
Aucune ambiguïté ne s'offre donc dans la formule 

V @(x) + @(x) 

et l'on en conclut, pour l'intégrale de l'équation de Lamé, 

D 2 £ y = (6k 2 sn 2 x + 6k 2 sn 2 a - 4 - 4k 2 ) y, 

l'expression 

B(x) B(x) 

Voici les remarques auxquelles elle donne lieu. 



XL. 



Nous allons supposer nulle ou infinie la quantité A, en nous proposant 
d'étudier les circonstances qu'offre alors la solution de l'équation différen- 
tielle. 

Et d'abord, on voit, par l'expression de A 2 , que le premier cas a lieu en 
posant les conditions 

2fc 2 sn 2 a- 1-k 2 = 0, 

2A; 2 sn 2 a- 1 = 0, 

2sn 2 a-l = 0, 

qui donnent successivement snw = 0, en uj = 0, dnw = 0. Les valeurs de lu 
qui en résultent, à savoir, lu = 0, lu = K, lu = K + iK', conduisent aux solu- 
tions considérées par Lamé, qui sont des fonctions doublement périodiques 
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de la variable, avec la périodicité caractéristique de snx, cnx, dnx. Nous 
avons, en effet, pour lu = et lu = K : y = D x snx, y = D x cnx. Il suffit 
ensuite d'employer les relations 

H{x + K + iK') = 9i(a;)e-î^ (2x+ ^' ) , 
&{K + iK') m 

&(K + iK') ~ ~2K' 

pour conclure de la valeur lu = K + iK' l'expression y = D x dnx. 
Supposons maintenant A infini, et soit à cet effet 

3k 2 sn 4 a - 2(1 + k 2 ) sn 2 a + 1 = 0; 

en désignant une solution de cette équation par a = a, je ferai a = a + rj, 
lu = iK' + e, les quantités rj et e étant infiniment petites. D'après la relation 

sn 4 a (2k 2 sn 2 a - 1 - k 2 ) 

sn^ lu - 



3/c 2 sn 4 a - 2(1 + fc 2 ) sn 2 a + 1 ' 

on voit d'abord qu'on aura, en développant en série, 

£ 2 = prj + qrj 2 + . . . , 

p, q étant des constantes. Cela étant, nous développerons aussi A suivant les 
puissances croissantes de e, au moyen de l'expression 

sn lu en lu dn lu en e dn e 1 

A 



sn 2 a — sn 2 a; sne 1 — A; 2 sn 2 (a + r\) sn 2 e 

Or, ayant 

cnedne 1 1 + A; 2 



sne e 3 



-£ + 



1 — k 2 sn 2 (a + 7]) sn 2 e 
on en conclut 



' 1 i 7 2 2 2 , 

1 + k sn a . e + . . 



1 . A 2 2 1 + ^ 2 



A = - + I A;^ sn z a — )£+... 

Employons maintenant l'équation 
e'(iFs:' + £) fr'(e) in 1 in f J l + k 2 * 



QiiK' + e) H(e) 2K e 2K \K 3 
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nous obtenons cette expression, qui est finie, pour e = 0, à savoir 



. Q'{iK' + e) in / 2 2 J\ 



Enfin, je remplace, dans la solution de l'équation différentielle, la quantité 
H(x + iK + e) par 

iQ{ x + s)e-&^ + ^ +iK ')- 



il viendra ainsi 



@(x) 
en faisant, pour abréger, 

g = 



— : '- e i e ("> i = te 4K 



<.!■: 



@(x) 



■— + lk sn a--|. 



Or, en développant suivant les puissances de e, on obtient, si l'on se 
borne aux deux premiers termes, 



0(x - c)e3 £ 

ë(x) 



i + 



G'(x) 
Q(x) 



+ 9 



il suffira donc de remplacer la constante arbitraire C par —, pour avoir la 
limite cherchée, lorsqu'on pose e = 0. Nous trouvons ainsi 



1 



-D, 



Q(x + e)e 9£ 
0(x) 



D, 



@'(x) 
Q(x) 



+ 9 



k (sn a — sn x), 



où la constante sn 2 a est déterminée par l'équation 

3k 2 sn 4 a - 2(1 + k 2 ) sn 2 a + 1 = 0. 

Ces deux solutions de l'équation différentielle, réunies à celles qui ont été 
obtenues précédemment, complètent l'ensemble des cinq solutions de Lamé, 
qui sont des fonctions doublement périodiques, ces deux dernières ayant, 
comme on voit, la périodicité de sn 2 x. 



113 



XLI. 

La théorie du pendule conique ou du mouvement d'un point pesant sur 
une sphère conduit à une application immédiate de l'équation qui vient de 
nous occuper. C'est M. Tissot qui a le premier traité cette question impor- 
tante, par une analyse semblable à celle de Jacobi dans le problème de la 
rotation, et donné explicitement, en fonction du temps, les coordonnées du 
point mobile (Thèse de Mécanique, Journal de M. Liouville, t. XVII, p. 88). 
En suivant une autre marche, nous trouvons une autre forme analytique de 
la solution que j'ai indiquée, sans démonstration, dans une Lettre adressée 
à M. H. Gyldén et publiée dans le Journal de Borchardt, t. 85, p. 246. Ces 
résultats s'établissent de la manière suivante. 

Soient x, y, z les coordonnées rectangulaires d'un point pesant, assujetti 
à rester sur une sphère de rayon égal à l'unité ; les équations du mouvement, 
si l'on désigne par g la pesanteur et N la force accélératrice, seront ( 1 ) 

— + Nx = 
dt 2 ' 

x 2 + y 2 + z 2 = 1. 
Elles donnent d'abord, comme on sait, en désignant par c et l des constantes : 

dx\ ( dy\ ( dz\ 



dx dy 

y— x— - = l. 

y dt dt 

Cela étant, j'emploie la combinaison suivante : 

, f dx dy\ dx dy f dx dy\ dz 

{x + lv) {Tt- l Ht =x M +y Tt +î l y M- x Tt =- z Tt +d > 



1 Traité de Mécanique de Poisson, t. I, p. 386. 
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et je remarque que le carré du module du premier membre, 

2 / , \ 2" 



(x 2 + y 2 ) 



dt \dt 



s exprime par 



(l-, 2 ) 



( dz 



de sorte qu'on obtient, en l'égalant au carré du module du second membre, 



(1-z 2 



2g(z + c) 



dz 
~dt 



> 2 (%) +<• 



ou bien 



dzV 
dt) 



2g(z + c)(l - z 2 ) -l 2 . 



La variable z étant déterminée par cette relation, une première méthode pour 
obtenir les deux autres coordonnées consiste à diviser membre à membre les 
équations 



, . . , ,'dx .dy 



dz 



2 , 2 i 2 

x + y = 1 — z . 

On obtient facilement ainsi les expressions qui conduisent aux résultats 
de M. Tissot, à savoir : 



zdz—il dt 



x — iy = e 
puis, en changeant i en —i, 

x + iy = e 



I^î 



r-^î 



z dz+il dt 

2 



Mais j'opérerai différemment ; je déduis d'abord des équations différentielles, 
et les ajoutant après les avoir multipliées respectivement par x, y, z, 

d 2 x d 2 y d 2 z 
X ^ + y ^ + Z dï + N = 9Z > 
puis de l'équation de la sphère, différentiée deux fois, 



d 2 x d 2 y d 2 z 
X l^ + y ^ + Z d£ 



UxX 

Vdt) 



dy 
dt 



I) =- 2 *<-'+ c >- 
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Nous avons donc 

N = g(3z + 2c), 

et, par conséquent, 

d 2 {x + iy) 



dt 2 



g(3z + 2c)(x + iy); 



or on est ainsi amené à l'équation de Lamé, dans le cas de n = 2, comme 
nous allons le voir. 

Formons pour cela l'expression de z, et soit à cet effet 

2g{z + c)(l - z 2 ) -l 2 = -2g{z - a){z - [3){z - 7), 

ce qui donne les relations suivantes : 

a + (3 + 7 = -c, 

a(3 + /37 + 7a = — 1, 

l 2 
a/?7 = c- — . 
25 

On sait que les racines a, (3, 7 sont nécessairement réelles, et qu'en les 
rangeant par ordre décroissant de grandeur a sera positive, (3 positive ou 
négative, et toutes deux moindres en valeur absolue que l'unité, tandis que 
7 sera négative et supérieure à l'unité en valeur absolue. Soit donc 

k 2_ «-/^ 

a — 7' 
u = n(t — to), 



on aura 

z = a — (a — (3) sn (u, k), 

to étant une constante et le coefficient n étant pris positivement. Introduisons 
maintenant la variable u dans l'équation du second ordre, elle deviendra 



D u (x + iy) = — 2 [3 (a — (3) sn u — 3a + 2c] (x + iy) 
et, en simplifiant, 



D 2 (x + iy) = [6k 2 sn 2 u-2- ) (x + iy). 

V a-7 ' 
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C'est donc l'équation de Lamé dont nous avons donné la solution com- 
plète au moyen de deux fonctions doublement périodiques de seconde espèce 
à multiplicateurs réciproques. Or une seule de ces fonctions doit figurer dans 
l'expression de x + iy, comme le montre la formule obtenue tout à l'heure 

__ f z dz+il dt 

x + iy = e J i+ z2 ; 
par conséquent, nous pouvons immédiatement écrire 

x + iy = CD u v e L e <-> J 

e(n) 

ou, sous une autre forme, en modifiant la constante arbitraire, 

._. H'(0)H(u + u) -h-^] u 

x + iy = AD u \ \ e l ^> \ ; 

maintenant il nous faut déterminer cette constante, ainsi que les quantités 
uj et A. 



XLIL 



En posant la condition 



6fc 2 sn 2 a-4-4fc 2 = -2 a " 2/3 " 27 . 

a — 7 



et employant l'expression du module k 2 = ^zz, on trouve d'abord 

2 a 

sn a 



a — (3 



De là se tirent ensuite, après quelques réductions faciles où l'on fera usage 
de la relation 

a/3 + /?7 + 7a = — 1, 
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les formules suivantes : 

2 « 2 (/9 + 7) 

sn lo = 



en 2 lo = + 



a — P 

/3 2 (a + 7) 
a — P 

7 2 (« + 0) 



dn 2 lo = + - 

a — 7 

o (a + /3)( / 3 + 7 )(7 + a) 



y 



a — 7 



Cela étant, nous remarquerons en premier lieu que, d'après les limites 
entre lesquelles sont comprises les quantités a, (3, 7, on obtient pour sn 2 lo 
et dn tu des valeurs positives, tandis que en 2 lo est négatif. Il en résulte 
que sn 2 oj est plus grand que l'unité et moindre que p-, de sorte qu'on doit 
supposer 

lo = ±K + iv, 

v étant réel et donné par ces expressions 

en (v, k') 
dn (v, k') 

J'observe ensuite qu'ayant n 2 = y(Lt ~ 1> nous pouvons écrire la valeur de 
A 2 de cette manière : 

A 2 = _g(pi + 0)(0 + 7)(7 + ") 



a 2 (7 2 - 
7 2 (/? 2 - 


-/3 2 ) 
-a 2 ) 


a 2 (/3 2 - 7 2 ) 
/3 — a 


a 2 (/3 + 
0(0—7) 


7)' 

->ns n 



2n 2 

d'où l'on conclut facilement 

/ 2 
A 2 = --— 
An 2 ' 

Les constantes oj et A se trouvent ainsi déterminées, mais seulement au 
signe près, et deux autres relations sont encore nécessaires pour lever toute 
ambiguïté. La première résulte d'abord de la condition qui a été donnée pour 
la solution générale de l'équation de Lamé, à savoir : 

sn oj en a; dn a; 

A = 



sn 2 a — sn 2 lo 
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et l'on en tire immédiatement 

(a — (3) sn oj en u dn u 

Nous obtiendrons tout à l'heure la seconde comme conséquence de l'équation 
considérée plus haut : 

, ( dx dy\ dz 

{x + iy) {Tt- l Tt) = - z Tt +lL 

Mais voici d'abord la détermination de la constante A qui entre dans la 

formule 

._ H'(0)H(u + u) \\-%H]u 
x + iy = AD u K K ei e <"> J . 

Soit, pour abréger, 

Désignons par Fi(u) ce que devient cette fonction lorsqu'on change i en —i, 
et par Ai la quantité conjuguée de A, de sorte qu'on ait 

x + iy = AF'(u), 
x-iy = AiF[(u), 

et, par conséquent, 

x 2 + y 2 = AAiF'(u)F[(u). 

Nous supposerons u = 0, ce qui donne z = a, dans l'équation x 2 + 
y 2 +z 2 = 1 ; il viendra ainsi 

AAiF'(0)i^(0) = 1-a 2 , 

ou encore, au moyen de la condition a(3 + /?7 + 7a = — 1, 

AAiF'(0)i^(0) = -(a + (3)(a + 7). 

J'emploie maintenant, pour y faire u = 0, la relation 

f» #'(u + w) e'(«) e'(w 



F(u) H(u + lu) @{u) G(w) 

on en tire d'abord 

F'(0) cnwdnw 

F(0) = snw + ' 



+ A; 
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puis, au moyen de la valeur donnée précédemment de A, 

F'(0) cnwdnw a — f3 cnwdnw / a — [3 2 

sn ui en lu dn lu = 1 — sn ui 



F(0) snw a/?7 sn lu \ a(3"f 

et enfin 

F'(0) cnwdnw 

F(0) ~ /37snw ' 
comme conséquence de la formule 

g 2 (/? + 7 ) 

sn w= — - ; 

a — p 

mais l'expression de F(u) donne immédiatement 

et nous en concluons l'expression cherchée, à savoir 

F'(0) kcnujdnuJ 



Changeons enfin i en — i ; la constante lu = ±K + iv deviendra 

lu = ±K — iv; 

on a donc 

sn lu' = sn lu, en lu' dn lu' = — en lu dn lu , 

et par suite 

,, ,, fc 2 en 2 g dn 2 lu (a+J3)(a+j) 
F ( ° )Fl(0) = Wï 2 = (a - 7 ) 2 ' 

De cette expression nous tirons 

AAi = (a - 7 ) 2 , 
de sorte qu'on peut écrire 

A = (a - 7 )e^, 
ip désignant un angle arbitraire. 
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Ce point établi, je reprends l'équation 

( dx dy\ dz 

qui devient, si l'on introduit, au lieu de t, la variable u, 

f dx .dy\ dz il 

\ X ~\~ iv) I — — i — I -— — z — -\- — 

\ du du J du n 

et j'y fais u = 0. En remarquant qu'alors ^f s'évanouit, on trouve 

(a- 7 )¥(0K(0) = -, 

n 

ce qui nous mène à chercher la valeur de ^"(0). Pour cela, je déduis de la 
relation employée tout à l'heure 

F'{u) _ H'(u + u) e'(u) 9 ; H 
F(u) ~ H(u + lo) ~ G(u) ~ G(u) + ' 

la suivante : 

F"{u) F l2 {u) 1 2 2 

F(u) F 2 {u) sn 2 (u + o;) + fc sn M ' 

et j'en tire d'abord 

F"(0) F /2 (0) 1 en 2 ujdn 2 lu 1 



F(0) "" F 2 (0) sn 2 uj ~ /3 2 7 2 sn 2 w sn 2 w' 

puis, après une réduction facile et au moyen de la valeur obtenue pour -F(O), 

„„. , 2&;snu; 

F"(0) 



a(a — 7) 

Cette expression restant la même lorsqu'on change i en —i, nous pouvons 
écrire 

= _^L 

a{a — 7) 
et, comme on a déjà trouvé 

F = _ fccnwdnw 



07 
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nous en concluons 

., . „... , 2fc 2 snu;cnu;dnu; 
F' )F{' = — — , 

ap7(a — 7j 

et, en employant la valeur de k 2 , l'équation suivante : 

(a - 7 ) 2 nO)iT(0) = ^'^T"^" = -• 

a/37 n 

Si on se rapproche maintenant de la relation déjà donnée 

(a-^)snwcnwdnw 
a/37 

on trouve immédiatement 

A- %l - 
A -"2^' 

c'est le résultat que j'ai principalement en vue d'obtenir, afin d'avoir la 
détermination précise de la constante A, qui n'était encore connue qu'au 
signe près. 

En dernier lieu, et à l'égard de uj, on remarquera que la fonction F(u) 
change seulement de signe ou se reproduit quand on met uj + 2K et ui + 2iK' 
à la place de uj. Et comme on peut obtenir un tel changement de signe pour 
la valeur de x + iy, en remplaçant <p par ip + tt dans l'argument du facteur 
constant A, il en résulte qu'il est permis de faire uj = K + iv, au lieu de 
u> = ±K + iv, et de déterminer une valeur de v, comprise entre —K' et +K' . 

Or, de la relation 



a 2 ( 7 2 -/3 2 )' 

se tirent deux valeurs égales et de signes contraires de cette quantité entre 
lesquelles il reste à choisir. C'est à quoi l'on parvient au moyen de la condition 

il (a — (3) sn uj en u> dn ui 
2n afi'y 

qui prend, si l'on y fait uj = K + iv, la forme suivante, 

l (a-p)k' 2 sn(v,k')cn(v,k')_ 

2n a(3-ydn 3 (v,k') 
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or, 7 étant négatif, on voit ainsi que v aura le signe de l ou un signe contraire, 
suivant que la racine moyenne (3 sera positive ou négative. Dans le cas de 
(3 = 0, on a donc 

uj = K 

et, par suite, 

ilu 

F(u) = kD u e 2n en m: 

c'est un exemple de ces fonctions particulières de seconde espèce qui ont été 
considérées par M. Mittag-Leffler dans un article intitulé, Sur les fonctions 
doublement périodiques de seconde espèce (Comptes rendus, t. XC, p. 177). 



XLIII. 



Je terminerai par une remarque sur l'équation 

ji , e'M _ 

n + 6(w) ' 

qui exprime que les coordonnées x et y se reproduisent sauf le signe, lorsqu'on 
change u en u + 2K. Soit lu = K + iv et posons 

„, . il G'(K + iv) 
iU(v) = - + 



n @(K + iv) ' 

cette fonction H(v), évidemment réelle, finie et continue pour toute valeur 
réelle de v, a pour dérivée l'expression 

II» = — -k 2 sn 2 (K + iv), 
K 

qui est toujours négative. On a, en effet, 

J < k 2 K, 

comme conséquence des formules 

f 1 dx f 1 k 2 x 2 dx 

K= / /,_. nwj , „ n , ; J 



o ^(i-x 2 )(i-k 2 x 2 y ' Jo ^/(i-x 2 )(i-k 2 x 2 y 
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et l'on sait d'ailleurs que sn 2 (K+iv) est supérieur à l'unité. La fonction H(v), 
étant décroissante, ne peut s'évanouir qu'une fois ; or on a, en désignant par 
a un nombre entier, 

®'{K + 2iaK') _ icm 

e(K + 2iaK') ~ ~~K~' 
et par conséquent 

11(0) = -, n(2aK') = --^. 

n n K 

Nous établissons ainsi l'existence d'une racine, puisqu'on peut disposer de a 
de manière que ^ — ^ soit de signe contraire à -. Mais c'est en déterminant 
les quantités c et l qu'il serait surtout important d'obtenir les cas où le mou- 
vement du pendule est périodique, ces constantes représentant les éléments 
essentiels de la question. N'ayant pu surmonter les difficultés qui s'offrent 
alors, je me borne à donner de l'équation précédente une transformée où ces 
constantes se trouvent plus explicitement en évidence. Soit, à cet effet, 

R(z) = 2g{z + c)(l - z 2 ) -l 2 ; 

on aura, en premier lieu, 

ndz f a n{a — z) dz 



on trouvera ensuite 



i ^/Rjz) ' Jp (a- 7 )^/R(z)' 

= a — (a — j3) sn 2 u> = —a/3j, 



d'où 



i n dz f w o 2 f a n(a — z)dz 

u = / — ; , / s sn idi- 



afl-y 



\/ R ( Z ) "'O J-a/3-y (a-rfy/Rjz) 



Enfin, en partageant l'intervalle compris entre les limites, en deux parties, 
l'une de — a/?7 à (3, et l'autre de (3 à a, l'équation se présentera, après une 
réduction facile, sous la forme suivante : 

21 f a dz f a zdz f 13 dz f a dz f 13 zdz 



La question qui vient d'être traitée termine les applications à la Mécani- 
que que j'ai annoncées au commencement de ce travail, et j'arrive mainte- 
nant, pour la considérer dans toute sa généralité, à l'équation 

D z x y = [n(n + l)k sn x + h] y, 
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dont la solution n'a encore été obtenue que pour n = 1 et n = 2. Au moyen 
des méthodes de M. Fuchs, permettant de reconnaître que l'intégrale est une 
fonction uniforme de la variable, et de l'importante proposition de M. Pi- 
card, que cette intégrale est dès lors une fonction doublement périodique de 
seconde espèce, la solution de l'équation de Lamé est donnée directement 
par l'application de principes généraux s'appliquant aux équations linéaires 
d'un ordre quelconque. J'exposerai néanmoins une méthode indépendante 
de ces principes ; je m'attacherai ensuite, et ce sera mon principal but, à la 
question difficile de la détermination, sous forme entièrement explicite, des 
éléments de la solution. La considération du développement en série, qu'on 
tire de l'équation proposée lorsqu'on suppose x = iK' + e, aura, dans ce 
qui va suivre, une grande importance ; voici, en premier lieu, comment on 
l'obtient. 



XLIV. 





Soit, 


pour 


abréger, 












1 

sn 2 e 


1 


+ S + Si£ 2 + ... + Si& 


les 


expressions 


des premiers 


coefficients étant 










sq 


1 + k 2 
3 ' 










si 


1 - k 2 + k 4 
15 










S2 


2 - 3k 2 - 3/c 4 + 2k 6 
189 










S3 - 


_ 2(1 - fc 2 + yfc 4 ) 2 



:li 
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Je dis qu'on vérifie l'équation 



D 2 £ y 



n{n + 1) 
sn 2 £ 



+ h 



en posant 



1 /ii h 



n—2i 



+ .... 
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La substitution donne en effet les conditions 

(n- l)(n- 2)hi = h + n(n + l)(hi + s ), 

(n - 3)(n - 4)/i2 = fr/ii + n(n + l)(/i2 + sohi + si), 



et nous allons voir qu'elles déterminent de proche en proche les coefficients 
h\, J12, ■ ■ ■ ■ Mettons- les d'abord sous une forme plus simple ; en éliminant la 
quantité h au moyen de la première, on aura, après une réduction facile, 

i(2n — 2i + l)hi = (2n - l)hihi-\ + m(sihi-2 + s 2 hi_ 3 + . . . + Sj_i), 

où j'ai écrit, pour abréger, n{n + 1) = 2m. 

Or, le facteur 2n — 2i + 1 ne pouvant jamais être nul, on voit que le 
coefficient de rang quelconque hi s'obtient au moyen des précédents, /ij_i, 
hi-2, ■ ■ ■ ■ En particulier, on trouve 

(2n — l)hf ms\ 



h. 



2(2n-3) 2(2n-3)' 

(2n — l) 2 hi m(6n — l)s\hi ms2 



6(2n-3)(2n-5) 6(2n - 3)(2n - 5) 3(2n - 5) 



Ce premier développement obtenu, nous en concluons immédiatement un 
second. Effectivement, le coefficient n{n+ 1) ne change pas si l'on remplace n 
par — (n+ 1), de sorte qu'en désignant par h^, h' 2 , ... ce que deviennent h\, 
J12, ... par ce changement, l'équation différentielle sera de même satisfaite 
en prenant 



y = £ n+1 + h[e n+s + ti 2 e n+5 + 



ou bien 



y = £ n+1 (l + ti 1 e 2 + ti 2 e A + ...). 
Je remarque enfin qu'en substituant dans l'expression 

n(n + 1) 



D 2 £ y 



sn 2 e 



+ h 



y 



la partie de la première série représentée par 

1 h 2 

y = — + —^ + ...+ 



pu pn—2 ' " ' c-n—2i ' 
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tous les termes en -^+2, —, . . . , n _ 2i+2 disparaissent, de sorte que le résultat 
ordonné suivant les puissances croissantes de e commence par un terme en 
n _ 2i - On en conclut qu'en supposant n pair et égal à 2v, ou bien n = 2v — 1, 
on n'aura aucun terme en -, si l'on prend dans le premier cas 

et dans le second 

1 /ii /ij,_i 

y = ^=r + ^33 + • • • + — + ^ £ - 

Ce point établi, nous obtenons facilement, comme on va le voir, la solution 
générale de l'équation de Lamé. 



XLV. 

Je considère l'élément simple des fonctions doublement périodiques de 
seconde espèce, en le prenant sous la forme suivante : 

f(x) = e A( *- iX,) x(x), 

où l'on a, comme au § V, 

H'(0)H(x + uj) -®^l (x - iK > )+w 
X(x) = — e e M ' 2K . 

B{uj)B{x) 

Le résidu qui correspond au pôle unique x = iK' sera ainsi égal à l'unité, 
et nous pourrons écrire 

f(iK' + e) = - + H + H 1 e+... + H i e i + .... 
Cela posé, je dis que les expressions 

F( X )-- D * U ~ lf ( x) - hl D * U ~ 3f{x) - -h lD f( X ) 

*{x)- r(2i/) ni r(2i/-2) ••' ^-i^/W' 

D 2 /~ 2 f(x) , D 2 /~ 4 f(x) , t . . 
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satisferont, suivant les cas de n = 2v et n = 2v — 1, à l'équation différentielle 
en déterminant convenablement les constantes a; et A. 

Pour le démontrer, je remarque que, si l'on pose x = iK' + e, les parties 
principales de leurs développements proviendront du seul terme - qui entre 
dans f(iK' + e), et seront, par conséquent, 

1 , hi t hy-l 

£ 2v + E 2u-2 +■■■+ £ 2 

et 

f , hi t h v _i 

£ 2u-l + £ 2v-3 +■■■+ £ ■ 

Disposons maintenant de a; et A, de telle sorte que dans le premier cas 
le terme constant soit égal à h v et le coefficient de e, dans le suivant, égal à 
zéro ; nous poserons pour cela les conditions 

H21/-1 + h\H 2v -% + hiH.i v -<ô + . . . + h v _\Hi + h v — 0, 

2vH 2v + (2u - 2)h 1 H 2u -2 + (2v - A)h 2 H 2 u-A + ■■■ + 2h u -iH 2 = 0. 

Et semblablement, dans le second cas, faisons en sorte que le terme constant 
soit nul et le coefficient de e égal à h u , en écrivant 

H 2v -2 + hiH 2v _4 + h 2 H 2l/ _Q + . . . + h u -\Hç) = 0, 
(2v - \)H 2v - X + (2i/ - 3)feifT 2 i/-3 + • • • + K-\H\ -hu = 0. 

On a donc ces deux développements, à savoir : 

„/ T ,/ s 1 <ii /ii/— 1 



puis 



F(iK' + e)= ^n + ^3 -... + -^ + /»,£ + ...; 



il en résulte que les deux fonctions doublement périodiques de seconde espèce 

D 2 x F(x) - [n(n + l)k 2 sn 2 x + h] F(x), 

étant finies pour x = iK' , sont par conséquent nulles. Nous avons ainsi 
démontré que l'équation se trouve vérifiée en faisant y = F(x), de sorte que 
l'expression 

y = CF(x) + C'F(-x) 

en donne l'intégrale générale. 
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XLVI. 

La question qui s'offre maintenant est d'obtenir u et A au moyen des 
relations précédentes, qui sont algébriques en snw et A. Or, on est de la sorte 
amené à un problème d'Algèbre dont la difficulté se montre au premier coup 
d'oeil et résulte de la complication des coefficients Hq, H\, .... 

Revenons, en effet, au développement déjà donné § V, à savoir : 

x (iK' + s) = \ - Ule - hl^ 2 - hl 2 e z - ^Q 3 e 4 - . . . , 



où l'on a 



ri ; 2 2 1 + K 

s 2 = k sn u - 



3 ' 

Qi = k snwcnwdnw, 

, 4 4 2(k 2 + k 4 ) 2 7 - 22k 2 + 7k 4 

li2 = k sn u sn uo , 

3 45 

/ 1 + k 2 
Qs = k sn lu en u> dn uj [ k sn u> — 



Les coefficients Hq, H\, ... résultant de l'identité 



seront 



H — A, 

Hl = i(A 2 -0), 

H 2 = g(A 3 -3nA-2f2i), 

H 3 = ^(A 4 - 6QX 2 - 8i7iA - 3Q 2 



et l'on voit que, H n étant du degré n + 1 en A, l'une de nos deux équations 
est, par rapport à cette quantité, du degré n, et la seconde du degré n + 
1. A l'égard de snw, une nouvelle complication se présente en raison du 
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facteur irrationnel cnudna;, qui entre dans Q±, Q3, Q$, ... ; aussi paraît-il 
impossible de conclure de leur forme actuelle qu'elles ne donnent pour A 2 et 
sn 2 lu qu'une seule et unique détermination. Et si l'on considère ces quantités 
comme des coordonnées, en se plaçant au point de vue de la Géométrie, on 
verra aisément que les courbes représentées par nos deux équations n'ont 
aucun point d'intersection indépendant de la constante h qui entre sous 
forme rationnelle et entière dans les coefficients. Il n'est donc pas possible 
d'employer les méthodes si simples de Clebsch et de Chasles qui permettent 
de reconnaître, a priori et sans calcul, que les points d'un lieu géométrique se 
déterminent individuellement en fonction d'un paramètre. Le cas de n = 3, 
qui sera traité tout à l'heure, fera voir en effet que les intersections des deux 
courbes se trouvent, à l'exception d'une seule, rejetées à l'infini. Mais, avant 
d'y arriver, je ferai encore cette remarque, qu'on peut joindre aux équations 
déjà obtenues une infinité d'autres, dont voici l'origine. 

Nous avons vu au § XLIV que l'équation de Lamé donne, en faisant 
x = iK + e, ces deux développements, à savoir : 

1 h\ | h 2 

y - ^ + -^=2 + ~^i + •••' 

y = E n+l + /i' l£ n+3 + ti 2 e n+5 + .... 

Il en résulte que, si l'on pose de même x = iK' '+£ dans la solution représentée 
par F(x), nous aurons, en désignant par C une constante dont on obtiendra 
bientôt la valeur, 

F( ï K' + e) = ^ + ^ + ^- 4 + ... + C(e^ + h' 1 s^ + h' 2 e^ + ...). 

On peut donc identifier ce développement avec celui que donnent l'une ou 
l'autre des deux formules 

v ; r(2z/) r(2i/-2) XJK h 

F{X) - + r(2^-l) + hl T(2u - 3) + • • • + K ~ lf{x) 

lorsqu'on pose x = iK' + e. Bornons-nous, pour abréger, au cas de n = 2v, 
et représentons la partie qui procède, suivant les puissances positives de e, 
par 



5>**- 



i>0 
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On trouve facilement, si l'on écrit 

m(m — 1) . . . (m — i + 1) 

m = ÏTÏ^ ' 

l'expression 

fii = ~ (i + 2v - l)iH i+2 u-i - (i + 2v- 3)hiH i+2v -3 
- (i + 2v - 5)ih 2 Hi + 2v-5 - ...- (i + l)h u _ 1 H i+1 . 

Nous aurons donc, pour i = 1, 3, 5, . . . , 2v — 1, les équations 
on trouvera ensuite, pour les valeurs paires de l'indice, 
et enfin, pour les valeurs impaires supérieures à 2v — 1, 

?)2i+2v+l = Chi- 

Telles sont les relations, en nombre illimité, qui doivent toutes résulter des 
deux que nous avons données en premier lieu, à savoir : 

fii = 0, Sjo = -h v ; 

on est amené ainsi à se demander si leurs premiers membres, S)i, $)2i — h>i+ u , 
$)2i+2v+i — Ch'j, ne s'exprimeraient point, sous forme rationnelle et entière, 
par les fonctions Sji et Sjo — h u . Mais je laisserai entièrement de côté cette 
question difficile, et j'arrive immédiatement à la résolution des équations 
relatives au cas de n = 3. 



XLVII. 



Ces équations ont été données au § XXXV, et sont 

H 2 + fri-Hb = 0, 

3# 3 + h 1 H l = h 2 . 
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Si l'on met en évidence les quantités Q, et qu'on fasse h\ = ^, ce qui 
donne 

h= -4(1 + A: 2 ) -5/, 

elles prennent la forme suivante : 

A 3 - 3fiA - 20i + 3/A = 0, 

A 4 - 8ftA 2 - 8O1A - 3ft 2 + 2/A 2 = 8si. 

3 

Cela étant, j'emploie ces identités, à savoir : 

00 2 - O 2 = Qsi + 7s 2 , 

et je remarque qu'on en tire, par l'élimination de Çl\ et ÇI2, deux équations 
du second degré en 0. Mais il convient d'introduire H\ au lieu de $1 ; en 
faisant alors, pour un moment, 

a = 1 - k 2 + k 4 , 

b = 2 - 3k 2 - 3k 4 + 2/c 6 , 

ces relations seront 

36H% - YllHx + 36/A 2 + 5l 2 - 4a = 0, 
72/# 2 - 6(5/ 2 - a)#i + 72/ 2 A 2 -6 = 0. 

Éliminons A 2 , elles donnent immédiatement 

101 3 -3al-b 
H\ = 



6(/ 2 - a) ' 

nous obtenons ensuite 

2 _ 4(Z 2 - a) 3 + (11/ 3 - 9a/ - b) 2 
~ 36l(P - a) 2 ' 

ou bien 

A 2 _ ¥>(0 



36/(/ 2 -a) 2 ^ 
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si l'on pose, pour abréger, 

<p(t) = 125/ 6 - 210a/ 4 - 226/ 3 + 93a 2 / 2 + 18abl + b 2 - 4a 3 , 

soit encore 

ij,(l) = 5/ 6 + 6a/ 4 - 106/ 3 - 3a 2 / 2 + 6abl + b 2 - 4a 3 
= <p(l) - 12l(l 2 - a)(10/ 3 - 8a/ - 6); 

de la relation A 2 — 2H\ = on conclura : 



Q, = k sn 



2„„2 



LU 



1 + k 2 ip(l) 



36/(/ 2 - a) 



Enfin j'observe qu'on déduit des équations proposées la valeur de Q\ 
exprimée en Q et A, par cette formule, 

2fii = (A 2 -3D + 3/)A; 

faisant donc 

x (l) = l 6 - 6a/ 4 + Abl 3 - 3a 2 / 2 - b 2 + 4a 2 , 

nous parvenons encore à la relation 

n ,2 A X(0^ 

SZi = fc snwcnwdnw- 



36/(/ 2 -a) 2 ' 

Le signe de A se trouve ainsi déterminé par celui de ou, et la solution 
complète de l'équation de Lamé dans le cas de n = 3 est obtenue sans 
aucune ambiguïté au moyen de la fonction 

On n'a toutefois pas mis en évidence dans les formules précédentes les 
valeurs de la constante / qui donnent les solutions doublement périodiques, 
ou les fonctions particulières de seconde espèce de M. Mittag-Leffler, comme 
nous l'avons fait dans le cas de n = 2. 

Voici, dans ce but, les nouvelles expressions qu'on en déduit. 

Posons, en premier lieu, 

P = 5/ 2 - 2(1 + k 2 )l - 3(1 - A; 2 ) 2 , 
Q = 5/ 2 - 2(1 - 2k 2 )l - 3, 
R = 5/ 2 - 2{k 2 - 2)1 - 3A; 4 , 
S = 36/, 
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et, d'autre part, 



on aura 



A = l 2 - (1 + k 2 )l - 3k 2 , 
B = l 2 - (1 - 2k 2 )l + 3(k 2 - A; 4 ), 
C = l 2 -{k 2 -2)1 -3(1- k 2 ), 
D = l 2 - 1 + k 2 - k A , 



X 2 = PQR 

SD 2 ' 
PA 2 



i 2 2 

k sn lu 



SD 2 ' 

k z cn z lu = +- 



2 2. , Q B 



dn 2 u = + 



SI? 2 
iîC 2 



5Z) 2 ' 
et enfin, pour établir la correspondance des signes entre uj et A, l'équation 

, 2 , ABCX 

k sn u> en cj dn lu = 



SD 2 ' 



Cela étant, ce sont les conditions P = 0, Q = 0, R = 0, S = qui 
donnent les solutions doublement périodiques, au nombre de sept, tandis 
qu'on obtient les fonctions de M. Mittag-Leffler en posant A = 0, B = 0, 
C = 0, D = 0. Mais je laisse de côté l'étude détaillée de ces formules, en 
me bornant à la remarque suivante, sur laquelle je reviendrai plus tard. 
Exprimons les quantités k 2 sn 2 u>, k 2 en 2 lu, dn u, en partant de l'équation 

,22 i + ^ 2 m 

k sn uj - — 



3 36^ 2 -a) 2 ' 

de cette nouvelle manière, à savoir : 

, 2 2 12U1 2 -a) 2 (l + k 2 )-ib(l) 

k 1 sn 2 lu = — v 



36Z(Z 2 - a) 2 

., , \2l(] 2 - 

k en lu 



2 2 . I2l(l 2 - a) 2 (2k 2 - 1) + V(0 



36^ 2 - a) 2 

, 2 12ia 2 -a) 2 (2-k 2 ) + ij(l) 

an uu = 7-7; tt; 

36Z(Z 2 - a) 2 
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On conclura facilement de l'égalité 

k sn wcn wdn u 



<p(l)x 2 (i) 



[m(i 2 



a 



,213 



la relation que voici : 

iP 3 (l) - 3 . I2 2 al 2 {l 2 - o)V(0 + 12 3 W 3 (/ 2 - a) 6 = ip(l)x 2 (l)- 
Or elle conduit à cette conséquence, qu'en posant 

y = ^ 

y 12l(l 2 -a) 2 ' 

on a 

dy _ 2 ^ f(5l 2 -a)dl. 



y/y 3 -3ay + b J y/lip(l) 

c'est donc un exemple de réduction d'une intégrale hyperelliptique de se- 
conde classe à l'intégrale elliptique de première espèce. 



XLVIII. 

La méthode générale que je vais exposer maintenant pour la détermi- 
nation des constantes a; et A repose principalement sur la considération du 
produit des solutions de l'équation de Lamé, qui viennent d'être représentées 
par F(x) et F{—x). Et, d'abord, on remarquera que, ayant 



et, par suite, 



F(x + 2K) =nF(x), 
F(x + 2iK') = fi'F(x) 



F(-x-2K) =-F(-x), 
F(-x-2iK') = IjFf-x), 



ce produit est une fonction doublement périodique de première espèce, qui 
a pour pôle unique x = iK'. Voici, en conséquence, comment s'obtient son 
expression sous forme entièrement explicite. 
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Soit 

$( x ) = (-l) n n'F(x)F(-x), 

le facteur fjf ayant été introduit, pour pouvoir écrire 

§(iK' + s) = (-l) n fi'F(iK' + e)F(-iK' - e) 

= {-l) n F{iK' + c)F{iK' -e). 

Cela étant et posant, pour abréger, 



e n £ n-2 



n— 4 



+ ..., 



nous aurons 



S 1 = C (s n+1 + h[s n+3 + h' 2 e n+5 + ...), 

F(iK' + e) = S + S u 
F{iK'-e) = {-l) n {S -S-i), 

d'où, par conséquent, 

$(ifsr' + e) = 5 2 -5! 2 . 

On voit ainsi que la partie principale de développement suivant les puissances 
croissantes de e est donnée par le premier terme S 2 , et ne dépend point de 
la constante C, entrant dans le second terme, que nous ne connaissons pas 
encore. Faisons donc 



S 2 



1 



+ 



A, 



+ 



An 



£ 2n ' £ 2n-2 ' £ 2n-A 



+ 



A n -i 



les coefficients Ai, A 2 , ... seront 

A l = 2hi, 

A 2 = 2h 2 + h 2 , 

A 3 = 2h 3 + 2hih 2 , 



et l'on en conclut que, hi étant un polynôme de degré i en hi, il en est de 
même, en général, pour un coefficient de rang quelconque Ai. Maintenant 
l'expression cherchée découle de la formule de décomposition en éléments 
simples, qui a été donnée au § IL Nous obtenons ainsi 



D 



2n-l 



$(x) 



e(x) 



]-\2n—3 
x 



e'(a) 
e(x) 



r(2n) 



A n -iD 



r(2n - 2) 
@'(x) 



M 



j-)2n—5 
x 



e(x) 



8(x) 



T(2n-4) 
+ const. 
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La relation élémentaire 

©'0*0 J .2 2 

donnera ensuite, sous une autre forme, en désignant par A une nouvelle 
constante, 

_ . £>f- 2 (fc 2 sn 2 x) D 2n - 4 (fc 2 sn 2 x) „ L> 2n " 6 (A; 2 sn 2 x) 

^ )= r(2n) +Al r(2n-2) + ^ T(2n - 4) + "-' 

+ ^ n _i(A; 2 sn 2 2;) + A. 

Pour la déterminer, nous emploierons, en outre de la partie principale de la 
série S 2 , le terme indépendant de e, qui sera désigné par A n . En déduisant 
ce même terme de l'expression de $(x), et se rappelant qu'on a fait 

11 ,2* 



sn 2 e e 2 



+ s + S\£ + . . . + SiC + . . 



nous trouvons immédiatement 

A = A n - An^so - A n _ 2 — - . . . - Ai- 



3 2n - 3 2n - 1 

Beaucoup d'autres expressions s'obtiennent par un procédé semblable en 
fonction linéaire de dérivées successives de k 2 sn 2 x, celles-ci, par exemple, 

B%F(x).DgF(-x), 

que je vais considérer dans le cas particulier de a = 1, /3 = 1. 
Soit alors 

$!(x) = (-l) n+ V'i ?, (a;)i ?, (-a;), 

et désignons par S' et S 1 ^ les dérivées par rapport à e des séries 5 et Si, de 
sorte qu'on ait 

F'(iK' + c) = S' + S' 1 , 

F'(iK' -s) = (-l) n+l (S' -S[). 

De la relation 

Q^iK' + e) = (-l) n+1 F'(iK' + s)F\iK' - e), 

on conclura cette expression, savoir 

^(iK' + e) = S' 2 -S[ 2 . 
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Faisant donc, comme tout à l'heure, 



Jf2 



n 2 Si B 2 B r , 

r 2n+2 ' F 2n ' F 2n-2 ' ' F 2 



+ Zô^ + Zô^?. + ■•■ + -£ + fî «+l + • • • , 



où le coefficient Bi est encore un polynôme en h\ de degré i, nous aurons 

2 D 2 "(fc 2 sn 2 x) , Df- 2 (fc 2 sn 2 x) , D 2 "- 4 (fc 2 sn 2 x) 

* l{x) = n r(2n + 2) + ^ f(2ÏÔ + 2 r(2n-2) + - 

+ J B n (fc 2 sn 2 x) + £, 

et la constante sera donnée par la formule 

B = B n+ i — B n so — B n _i— — ... — B\- — n 



3 2n-l 2n+l 

J'envisage enfin le déterminant fonctionnel formé avec les solutions F{x) 
et F{— x) de l'équation de Lamé, et je pose 

$ 2 ( x ) = (-l) n+ V [F{x)F'{-x) + F'(x)F(-x)] . 

La relation suivante, qui s'obtient aisément, et dont le second membre 
ne contient que des termes entiers en e, à savoir 

$ 2 (iK' + e) = 2{SS[ - S' Si) = 2(2n + \)C + . . . , 

donne, comme on le voit, la proposition bien connue que cette fonction est 
constante ; nous allons en obtenir la valeur en la mettant sous la forme 



(2n + l)C= VN, 
que nous garderons désormais. 

XLIX. 

J'observe, à cet effet, que de l'identité 

(S S' - SiS[) 2 = (SS[ - SiS') 2 + (S 2 - S 2 )(S' 2 - S[ 2 ) 

on conclut immédiatement, entre les fonctions dont il vient d'être question, 
la relation suivante 

-$' 2 (iK' + e) = j&l(iK' + e) + $(iK' + e)$i{iK' + e) 
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et, par conséquent, 

\& 2 (x) = N + $(x)$i(x). 

Elle fait voir qu'en attribuant à la variable une valeur particulière, en 
supposant, par exemple, x = 0, N s'obtient comme un polynôme entier en 
h\ du degré 2n + 1, puisque cette quantité entre, comme on l'a vu, au degré 
n dans 5?(x), et au degré n+ 1 dans <£>i(x). Ce point établi, nous remarquons 
que, en posant la condition N = 0,\e déterminant fonctionnel &2(x) est nul, 
de sorte que le quotient p ,_ K se réduit alors à une constante. Désignons-la 

pour un instant par A, on voit que le changement de x en — x donne A = -^ ; 
on a donc A = ±1, et, par conséquent, 

F{-x) = ±F(x). 

Remplaçons ensuite x par x + 2K et x + 2iK' : le quotient se reproduit 
multiplié par fi 2 et fi' 2 , ainsi il faut poser fi 2 = 1, fi' 2 = 1, c'est-à-dire 
H = ±1, // = ±1. 

La condition N = détermine donc les valeurs de h, pour lesquelles 
l'équation de Lamé est vérifiée par des fonctions doublement périodiques. Ce 
sont ces solutions, auxquelles est attaché à jamais le nom du grand géomètre, 
et dont les propriétés lui ont permis de traiter pour la première fois le pro- 
blème difficile de la détermination des températures d'un ellipsoïde, lorsque 
l'on donne en chaque point la température de la surface. Elles s'offrent en 
ce moment comme un cas singulier de l'équation différentielle, où l'intégrale 
cesse d'être représentée par la formule 

y = CF{x) + C'F(-x) 

et subit un changement de forme analytique. Je me borne à les signaler sous 
ce point de vue, devant bientôt y revenir, et je reprends, pour en tirer une 
nouvelle conséquence, l'équation 

I$ ,2 (x) =N + &(x)&i(x). 

Introduisons sn 2 x pour variable, en posant sn 2 x = t ; on voit que $(x) 
et $i(x), ne contenant que des dérivées d'ordre pair sn 2 x, deviendront des 
polynômes entiers en t des degrés n et n + 1, que je désignerai par II (t) et 
Ili(i). Soit encore 

R(t) = t(l — t)(l — k 2 t); 

la relation considérée prend cette forme 

R(t)W 2 (t) =N + U(t)U 1 (t); 
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et voici la remarque, importante pour notre objet, à laquelle elle donne lieu. 
Développons la fonction rationnelle jÀi en fraction continue, et distin- 
guons, dans la série des réduites, celle dont le dénominateur est du degré v, 
dans les deux cas de n — 2v et n — 2v — 1. Si on la représente par -W, le 
développement, suivant les puissances décroissantes de t, de la différence 

commencera ainsi par un terme en t^t, et, en posant 

n'(tMt)-n(t)9(t) = m, 

on voit que, dans le premier cas, ip(t) sera un polynôme de degré v — 1, et, 
dans le second, de degré v — 2. Cela étant, je considère l'expression suivante 

N<p 2 (t) - R(t)^(t); 

on trouve d'abord aisément, en employant la relation proposée et la valeur 
de ip(t), qu'elle devient 

n(t) [-<^ 2 (£)ni(t) + 2ip(t)6(t)R(t)n'(t) - e 2 (t)R(t)n(t)] , 

et contient, par conséquent, en facteur, le polynôme II(£). On vérifie ensuite 
qu'elle est de degré n + 1 en t, dans les deux cas de n = 2v et n = 2v — 1 ; 
nous pouvons ainsi poser 

N^ 2 (t)-R(t)ij 2 (t)=n(t)(gt-g'), 

et nous allons voir que u est donné par la formule 

2 g' 

sn uj — — , 
9 

où le second membre est une fonction rationnelle de h. 



L. 



Considérons dans ce but une nouvelle fonction doublement périodique 
définie de la manière suivante 



*(*) = -»'f(-x)F(x), 
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en faisant toujours 

f(x) = e^- iK '\{x), 

de sorte que les deux facteurs f(—x) et F{x) soient encore des fonctions de 
seconde espèce à multiplicateurs réciproques. Nous aurons d'abord 

tf(x)tt(-x) = fi' 2 f(x)f(-x)F(x)F(-x), 

et, en employant l'égalité, qu'il est facile d'établir : 

fi' f(x)f(—x) = — k (sn x — sn u>), 

on parvient à cette relation 

*(x)*(-x) = (-l) n+1 k 2 (sn 2 x - sn 2 u) $(x), 

dont on va voir l'importance. Formons à cet effet l'expression de \l/(x) qui 
s'obtiendra sous forme linéaire au moyen des dérivées successives de k 2 sn 2 x, 
puisque cette fonction, comme celles qui ont été précédemment introduites, 
a pour seul pôle x = iK' . Nous déduirons pour cela un développement, 
suivant les puissances croissantes de e, de l'équation 

^{iK' + e) = -f(iK' - e)F{iK' + e) 



développement que je représenterai par la formule 

T , T ,, . 1 un ai (Xi 

W%K' + e = — ^ + — + — îy + . . . + — ^ + . . . . 
£ ra_ '" e n s n e n ~' 1 

en posant 

ao = — i^Oî (Xi = Hi, ..., 

et nous observerons immédiatement que cette série ne contient point le terme 
Qn g ~ x . On a effectivement, pour n = 2v, 

OL n -\ = B.2v-\ + hiH2u-3 + IÏ2H2U-5 + • • • + h v -\H\ + /ij/, 
puis, en supposant n — 2v — 1, 

«n-l = —{H21/-2 + h\H2v-A + ^2-^2^-6 + . . . + h v _\Hn). 

Or on voit que, d'après les équations obtenues pour la détermination de 
lo et A, au § XLV, le coefficient a n -\ est nul dans les deux cas. La partie 



141 



principale du développement de ^{iK' + e), à laquelle nous joindrons le 
terme indépendant de e, est donc 

1 , «0 , «1 , «n-2 



£ n+l + £ n + £ n-l + " " " + £ 2 + a «" 

On en conclut, quand n = 2u, 

Dl u -\k 2 sn 2 x) Df- 2 {k 2 sn 2 x) 

*{x) = - ^— K - — +a - 



r(2i/ + i) u r(2i/) 

£>2"- 3 (A 2 sn 2 x) , l2 2 . 

~~ ai TY2 -11 !"••• + a 2i/-2(« sn x) + a, 

la constante ayant pour valeur 

si s v -i 

a = OL2v - O!2u-2S0 ~ «2i/-4 ~1T ~ ■■■ ~ OLQ- -, 

à 2v — 1 

puis, dans le cas de n — 2v — 1, 

D 2 /~ 2 (k 2 sn 2 x) D 2 /- 3 (k 2 sn 2 x) 

w(x) = H — oq- 



r(2i/) r(2i/-i) 

f- 4 (fc 2 sn 2 

r(2i/-3) 



Df- 4 (/e 2 sn 2 x) , l2 2 . 

+ ai ïvTi ô\ • • • + a 2u-3{k sn x) + a, 



en posant 



Si S v -2 9v-\ 

a = «2i/-i - «2^-3^0 - a2i/-5ir - • • • - ai - - -■ 

S 2v — ô 2v — 1 

Soit maintenant sn 2 x = t ; les expressions auxquelles nous venons de parve- 
nir prendront cette nouvelle forme, à savoir 

*(z) = G(t) + /R(ïyGi(t), 

où G(t) et G\{t) sont des polynômes entiers en t des degrés u et ^ — 1 dans 
le premier cas, /> et z> — 2 dans le second. Observons aussi que, le radical 
y/ R(t) changeant de signe avec x, d'après la condition 



\/R(t) = sn x en x dn x, 

on aura 

tt(-x) = G(t) - y/R^G^t); 

nous concluons donc de l'égalité donnée plus haut 

*(x)*(-x) = (-l) n+1 k 2 (sn 2 x - sn 2 u) $(x) 
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la suivante : 

G 2 (t) - R(t)GJ(t) = (-l) n+1 k 2 (t - sn 2 cj) n(t). 

Cette forme de relation est bien connue par le théorème d'Abel pour l'ad- 
dition des intégrales elliptiques, et l'on sait que les polynômes G(t), Gi(t), 
étant des degrés donnés tout à l'heure, se trouvent, à un facteur constant 
près, déterminés par la condition que l'expression 

G 2 {t) - R(t)G\{t) 

soit divisible par II(t). Il suffit, par conséquent, de nous reporter à l'équation 
obtenue au § XLIX, à savoir : 

N V 2 (t)-R(t)tp 2 (t)=ïl(t)(gt-g'), 

pour en conclure le résultat que nous avons annoncé 

2 g' 

sn lu = — . 
9 

Mais nous voyons, de plus, qu'on peut poser 

p [G(t) + /R(ï)Gi(t)] = y/Nip(t) + ^/R(f)iP{t), 

p désignant une constante. Voici maintenant les conséquences à tirer de cette 
relation. 

Je supposerai que l'on ait n = 2u ; les polynômes cp(t) et ip(t), dont 
les coefficients doivent être regardés comme connus et, si l'on veut, exprimés 
sous forme entière en h, seront alors des degrés v et v—\. Cela étant, revenons 
à la variable primitive en faisant t = sn 2 x, on pourra mettre <J ' R(t)xj)(t) et 
<p(t) sous la forme suivante, à savoir : 

D 2 x u ~ l (k 2 sn 2 x) ,D^- 3 (fc 2 sn 2 x) 



VW)m = - a ' l* Z X; - a 



r(2i/ + i) r(2i/-i) 

D 2 /- 2 (k 2 sn 2 x) .Df-\k 2 sn 2 x) 

^= +b r ( 2,) +b r (2 t-2) + "- 

Nous aurons donc cette expression de la fonction \l/(x) : 

Df- l {k 2 sn 2 x) ,D 2 /- 3 (k 2 sn 2 x) 
p y(x) = -a — a 



r(2jy+l) r(2i/-l 

+ Vn 



D 2 /- 2 (k 2 sn 2 x) 7/J Df" 4 (A; 2 sn 2 x) 

b— + b — + 

r(2i/) T(2v-2) 
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où les constantes a, a' , . . . , b, b' , ... sont déterminées linéairement par les 
coefficients de ip(t) et tp(t). 

Or on en déduit, en faisant x = iK' + s et se rappelant qu'on a supposé 
n = 2v, l'égalité suivante : 

/ 1 «o a\ \ a a' ,— ( b b' 

d'où nous tirons 

P =a, 
pa.0 = by/N, 
pa\ = a , 



Éliminons l'indéterminée p et remplaçons les coefficients ao, ai, • • • par leurs 
valeurs (§ L, p. 139) ; on aura ces relations 



bVN 

A — , 

a 



La première donne l'expression de A, et nous reconnaissons, par cette voie, 
qu'elle ne contient d'autre irrationalité que s/N . On obtiendrait la même 
conclusion dans le cas de n — 2v — 1, et c'est le résultat que j'avais princi- 
palement en vue d'établir, après avoir démontré que sn 2 uj est une fonction 
rationnelle de h. L'étude des solutions de Lamé qui correspondent aux ra- 
cines de l'équation N = nous permettra, comme on va le voir, d'aller plus 
loin et d'approfondir davantage la nature de ces expressions de A et sn 2 uj. 



LI. 



On a vu au § XLIX (p. 138) que l'intégrale générale de l'équation différen- 
tielle n'est plus représentée, lorsqu'on a N = 0, par la formule 



CF(x) + C'F(- 
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le rapport F /_L se réduisant alors à une constante, et, comme conséquence, 
nous avons établi que les multiplicateurs de la fonction de seconde espèce 
deviennent, au signe près, égaux à l'unité. Suivant les diverses combinaisons 
des signes de /x et //, nous pouvons donc avoir des solutions particulières de 
quatre espèces, caractérisées par les relations suivantes : 

(I) F(x + 2K) = -F(x), F(x + 2iK') = +F(x), 

(II) F(x + 2K) = -F(x), F(x + 2iK') = -F(x), 

(III) F(x + 2K) = +F(x), F(x + 2iK') = -F(x), 

(IV) F(x + 2K) = +F(x), F(x + 2iK') = +F(x). 

Toutes existent en effet, et les trois premières, où F(x) a successivement 
la périodicité de snx, cnx, dnx, s'obtiennent en faisant, dans l'expression 
générale de cette formule, A = 0, conjointement avec u = 0, u = K, uo = 
K + iK' . Nous remarquerons, pour l'établir, que, les valeurs de l'élément 
simple 

f(x) = e**- iK \(x) 

étant alors f(x) = ksnx, ik en x,idnx, dans ces trois cas, les développe- 
ments en série de f{iK' + e) ne contiennent que des puissances impaires de 
£, de sorte que les coefficients désignés par Hi s'évanouissent tous pour des 
valeurs paires de l'indice. Des deux conditions obtenues au § XLV (p. 128), 
pour la détermination de u et A, à savoir : 

Hïv—i + h\Hiv-z + ft-2^2^-5 + • • • + h v _\Hi + h v — 0, 
2uH 2u + {2v - 2)h 1 H 2u -2 + (2i/ - A)h 2 H 2v _ A + ... + 2h v _ x H 2 = 0, 

dans le cas de n = 2v ; puis, en supposant n = 2v — 1, 

H 2v -2 + h\H 2l/ _4 + h 2 H 2u _Q + . . . + hv-iHo = 0, 
(2i/ - l)H 2v -i + (2v - 3)^1^2^-3 + • • • + hu-iH! -hv = 0; 

on voit ainsi qu'une seule subsiste et détermine la constante h, l'autre étant 
satisfaite d'elle-même. 

Mais soit, pour plus de précision, 

ksn(iK' + e) = - + Pl e + p 2 c 3 + ...+ PiC 21 ' 1 + ..., 

ik cn(iK' + e) = - + q x e + q 2 £ 3 + ... + ^£ 2î_1 + . . . , 

i dn(iK' + e) = - + ne + r 2 e 3 + . . . + ne 21 ' 1 + . . . ; 
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je poserai, dans le cas de n = 2u, 



K-iPi 


- K, 


K-iqi 


- h u , 


h v -m 


- K; 



P = p v + hip u -i + h 2 p v - 2 + • • • + h v -\p\ + h v , 
Q = q v + h\q v -\ + h 2 q v _ 2 + • • • + h v -\q\ + K, 
R = r v + h\r v -\ + h 2 r v - 2 + . . . + h v -\T\ + h v ; 

puis, en supposant n = 2v — 1, 

P = (2i/ - \)p v + (2i/ - 3)/ii^_i + 
Q = (2i/ - l)g„ + (2i/ - S)h x q v -x + 
R=(2v- l)r„ + (2zv - 3)&ir„_i + 

cela étant, les équations 

P = 0, Q = 0, P = 

détermineront les valeurs particulières de h auxquelles correspondent les 
trois espèces de solutions que nous avons considérées, et l'on voit que dans 
les deux cas elles sont toutes du degré v. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à obtenir les solutions de la qua- 
trième espèce dont la périodicité est celle de sn 2 x, mais elles se déduisent 
moins immédiatement que les précédentes de l'expression générale de F(x) ; 
il est nécessaire, en effet, de supposer alors la constante A et sncj infinis; 
je donnerai en premier lieu une méthode plus directe et plus facile pour y 
parvenir. 

Soit d'abord n = 2v ; je remarque que toute solution de l'équation 
différentielle par une fonction doublement périodique de première espèce 
résulte du développement 

1 h\ h v -i , 

et sera donnée par l'expression 

+ h v - hp-iso - h v - 2 — - ... — h\- 



3 2z/-3 2i/-l 

Cela étant, disposons de h de manière à avoir 

F(iK' + e) = ^ + ^ + ...+ h ^ + K + K +1 e 2 , 
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ce qui donne la condition 

vs v + (v— l)his u -i + (u — 2)h<is v -i + . . . + h v -\S\ = h u+ï ; 

je dis que la fonction doublement périodique 

D 2 x F(x) - [n(n + l)k 2 sn 2 x + h] F(x) 

est nécessairement nulle. Si, après avoir posé x = iK' + e, on la développe en 
effet suivant les puissances croissantes de e, non seulement la partie princi- 
pale, mais le terme indépendant disparaîtront, comme on l'a vu au § XLIV, 
p. 126. De ce que la partie principale n'existe pas, on conclut que la fonction 
est constante ; enfin cette constante elle-même est nulle, puisqu'elle s'ex- 
prime linéairement et sous forme homogène par le terme indépendant de e, 
et les coefficients des divers termes en -. 

Soit ensuite n = 1v — 1 ; le développement qu'on tire de l'équation 
différentielle, à savoir 

1 h\ h v -\ 

y=^T + ^ + --- + — + •••> 

contenant un terme en -, on doit tout d'abord le faire disparaître en posant 
hy-i = 0, pour en déduire une fonction doublement périodique de première 
espèce, qui sera de cette manière 

_, . D 2 /~ 3 (k 2 sn 2 x) Df~\k 2 sn 2 x) , _ , f2 2 , 

F(x) = ^— r — - - hi *, : — - - ... - h„- 2 DJk z sn 2 x). 

v ; r(2i/- 1) r(2i/-3) v ; 

Cela étant, et en nous bornant à la partie principale, on aura 

F{iK +e) = ^31 + ^33 + • • • + -^r; 

il en résulte que, si on laisse indéterminée la constante h, le développement 
de l'expression 

D 2 x F(x) - [n(n + l)k 2 sn 2 x + h] F(x), 

après avoir posé x = iK' + e, commencera par un terme en \. Mais faisons 
hy-i = ; comme on peut écrire alors 

F{lK +£)= ^TT + ^33 + • • • + — ~ + -T-, 

on voit que ce développement commencera par un terme en -, qui lui-même 
doit nécessairement s'évanouir, et il est ainsi prouvé que, sous la condition 
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posée, le résultat de la substitution de la fonction F(x), dans le premier 
membre de l'équation différentielle, ne peut être qu'une constante. J'ajoute 
que cette constante est nulle, le résultat de la substitution étant, comme 
F(x), une fonction qui change de signe avec la variable. Soit donc, dans le 
cas de n = 2v, 

S = vs v + (y - \)h\s v -\ + {v — 2)h 2 s u -2 + . . . + h v -\S\ - h v+1 ; 

puis, en supposant n = 2v — 1, 

S = h p -i, 

on voit que les équations 

P = 0, Q = 0, R = 0, 5 = 

déterminent les valeurs de h auxquelles correspondent les quatre espèces de 
solutions doublement périodiques découvertes par Lamé, ces solutions ne 
se trouvant plus distinguées par leur expression algébrique, comme l'a fait 
l'illustre auteur, mais d'après la nature de leur périodicité. On voit aussi que 
la condition N = 0, d'où elles ont été tirées, se présente sous la forme 

PQRS = 0, 

et l'on vérifie immédiatement que le produit des quatre facteurs, dans les 
deux cas de n = 2v et n = 2v — 1, est bien du degré 2n + 1 et h, comme 
nous l'avons établi pour TV au § XLIX, page 138. 

Voici maintenant le procédé que j'ai annoncé pour déduire les solutions 
de la quatrième espèce de la solution générale. 



LU. 



Je reviens à l'élément simple 



f[x) ~ e(x)e(u;) e 

où A et sn lu sont des fonctions déterminées de h ; je les suppose infinies l'une 
et l'autre pour une certaine valeur de cette constante, et je me propose de 
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reconnaître ce que devient, lorsqu'on attribue à h cette valeur, l'expression 
de f(x). Concevons, à cet effet, que A soit exprimé au moyen de u) ; je ferai 

lu = iK + 5, 

ce qui donne, après une réduction facile, 

_ H'(0)@(x + ô) h-E^l] {x - iK ' )+ 
I[ ' ~ Q(x)H(ô) 6 



i r à 

2K 



Or nous avons, en développant suivant les puissances croissantes de ô 

H'(ô) 1 / J\ . Sl ô 3 s 2 ô 5 

s - — ) ô ... ; 



H (6) ô V K 

cela étant, pour que l'exponentielle 



soit finie lorsqu'on fera ô = 0, on voit que A doit s'exprimer de telle manière 
en uj qu'on ait, en supposant u = iK' + ô, 

A = - + A + Xiô + . . . . 
o 

Cette forme de développement nous donne, en effet, 

X -nU = X0+ { Xl + S0 ~Kj 5 + --- ] 
on a d'ailleurs immédiatement 

H'(0) 1 / J\ ô 

- +s --- + ..., 



H (S) S V KJ 2 

@(x + ô) _ &(x) 

Q(x) @(x) 

et nous en concluons l'expression 



/( x ) = e Mx-iK') f ] _ + x + X l ô + ... 



où le terme indépendant de ô, qui sera seul à considérer, est 
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Elle fait voir que les formules, pour n = 2v et n = 2v — 1, 



T{2v) 



r(2i/-2) 



puis 



contiennent chacune un terme en -?, qui est, pour la première, 



_ e \ (x-iK') 

et dans la seconde 

Xo(x-iK') 



A 



2i/-l 





+ /l 



A, 



2i/-3 





r(2z>) r(2i/-2; 



+ ... + /i !y _iA 



A 



2^-2 




+ frl: 



A 



2i/-4 





r(2i/- 1) r(2i/-3) 



+ . . . + ^-i 



Il est donc nécessaire, afin d'obtenir des quantités finies en faisant 5 = 0, 
que Aq satisfasse à ces équations 



A 



2u-l 




+ h 



A 



2i/-3 





r(2z>) r(2i/-2) 



+ ... + /i^-iAq = 0, 



A 



+ h 



A 



r(2i/-i) r(2i/-3) 



+ . . . + hu- 



0. 



Cela étant, les expressions de -F(x) se transforment de la manière suivante. 
Soit, en général, 

f(x) = e Xx X, 

en désignant par A et X une constante et une fonction quelconques. On voit 
aisément que la quantité 

AD n J{x) + AiD^fix) + ... + A n f(x), 

si l'on admet la relation 

AX n + A^- 1 + . . . + A n = 0, 

s'exprime, au moyen de la nouvelle fonction 



Xx ; 



h{x) = e AX D x X, 
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par la formule 

AD n x ~ l h{x) + (AX + A x )D n x - 2 h{x) + ... 

+ ( AA n-l + AlX n-2 + + An _ 1 ) /l ( x ). 

Dans le cas auquel nous avons été conduit, on tire immédiatement de la 
valeur de X l'expression 

ft(x) = e A °(*-^')(Ài + s - A; 2 sn 2 x), 

et nous obtenons par conséquent pour F{x) le produit, par l'exponentielle 
e x ° x , d'une fonction doublement périodique de première espèce, composée 
linéairement avec les dérivées de sn 2 x. L'analyse précédente, en établissant 
l'existence de ce genre de solutions de l'équation différentielle, les rattache 
aux valeurs de h qui rendent à la fois infinies les constantes A et sn lu ; on 
voit aussi que, dans le cas particulier où Ao est nul, elles donnent bien les 
fonctions que je me suis proposé de déduire de la solution générale. Mais 
revenons à la première forme qui a été obtenue au moyen de la fonction 

/(x) = e M*-iK>) (1 +X + Xl 8 + .}. 

Le terme ,(e o( x_ )) disparaissant, comme nous l'avons vu dans l'ex- 
pression de F(x), il est permis de prendre plus simplement à la limite, pour 
5 = 0, 

/( x ) = e Mx-iK') X . 

Cette fonction joue donc le rôle d'élément simple ; il est facile, lorsqu'on 
fait x = iK' + e, d'obtenir son développement et d'avoir ainsi les quantités 
qui remplacent, dans le cas présent, les coefficients désignés en général par 
Hq, Hi, etc. Nous avons en effet, pour x = iK' + e, 

v / J\ H'(e) 1 . Sl e 3 s 2 e 5 

X = Ai + s - — e + — ff = - + Aie 



K) H{e) e 3 5 

Multiplions par e ° £ les deux membres, et soit 

e Xo£ X = l + S + Sie + ... + S i e i , 
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nous trouverons 



Sq — Ao, 

a-^ + A. 



0, 



s 3 = A ° +Al ^-^ 

1.2.3.4 1.2 3 



/Sj étant, en général, un polynôme du degré i + 1 en Ao, où n'entrent que des 
puissances impaires ou des puissances paires, suivant que l'indice est pair ou 
impair. Les conditions données au § XLV (p. 127) conduisent donc, dans les 
deux cas de n = 2v, n = 2v—\, en y joignant l'équation en Ao précédemment 
trouvée, à ces trois relations 

\2i/-l \ 2u ~ 3 

S2u-1 + hlD2v-3 + h 2 S 2u -5 + • • • + 2h V -lS\ + h v = 0, 

2uS 2u + (2v - 2)h 1 S 2u -2 + (2i/ - 4:)h 2 S 2u -4 + ■■■ + 2h v -\S 2 = 0, 
lorsque l'on suppose n = 2z>, puis 

\2i/-2 \ 2 ^- 4 



r(2i/-l) T(2i/-3) 

S 2v - 2 + h\S 2u -i + h 2 S 2u -s + . . . + hu-iSo = 0, 
(2i/ - l)S 2 i/-i + (2z> - 3)hiS2»-3 + • • • + ^-i/Si - h v = 

pour n = 2v — 1. Elles donnent le moyen d'obtenir directement, et sans 
supposer la connaissance de la solution générale, les trois quantités Ao, Ai 
et h. Elles montrent aussi qu'on a en particulier la valeur Ao = 0, à laquelle 
correspondent les solutions de Lamé. Effectivement, lorsque Ao est supposé 
nul, on obtient 

52i = 0' Si = Ai, S2i+i 



2i + l 



cela étant, dans le cas de n = 2u, la première et la troisième équation sont 
satisfaites d'elles-mêmes ; la deuxième, devenant 

hi n v ~ - - h 2 n — - + . . . + h v -\\\ + h v = 0, 



2v-\ 2i/-3 2v-h 
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ne détermine que Ai. Il est donc nécessaire de recourir à l'une des relations 
en nombre infini qui ont été données au § XLVI (p. 130), sous ces formes : 

fii = 0, $T)2i = hi +Vl $)2i+2v+l = Ch^ 

La plus simple est 

S) 2 = h v+ i, 

ou bien 

- v{2v + l)H 2v+1 + {u- \){2v - l)h 1 H 2u -i 

+ (v- 2)(2i/ - 3)h 2 H 2u -3 + • • • + 3hu-iH 3 + h u+1 = 0, 

et nous en tirons immédiatement 

—vs v - {y - \)h\s v -\ - {y - 2)h 2 s u _ 2 - ... - h„-isi + h v+ i = 0, 

ce qui est l'équation en h précédemment trouvée. 

En dernier lieu et pour le cas de n = 2v— 1, nos trois relations se trouvent 
vérifiées si l'on fait h v -\ = ; on retrouve donc encore de cette manière le 
résultat auquel nous étions précédemment parvenu par une méthode toute 
différente. 

FIN 
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